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从 上 世纪 50 年代 初 起 ,在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 ,国内 的 高 等 学 校 大 
量 采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 。 这 些 教材 体系 严密 ,论证 严谨 ,有 效 地 帮助 了 
青年 学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 ,培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 。 到 了 60 年 代 , 国 
内 开始 编 繁 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 ,但 还 在 很 大 程 
度 上 保留 着 苏联 教材 的 影响 ,同时 ,一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参 
考 书 或 课外 读物 继续 发 挥 着 作用 。 客 观 地 说 ,从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏 
联 数 学 教材 在 培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 ,起 了 不 可 忽略 的 影响 ， 
是 功 不 可 没 的 。 

改革 开放 以 来 ,通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 ,并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 。 但 在 很 长 一 段 时 间 中 ,尽管 苏联 的 
数学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 ,引进 却 基 本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 ， 
能 看 懂 俊 文 数 学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事 实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 ,不 能 不 说 
是 一 个 很 大 的 缺 居 。 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 。 今 年 初 ,在 由 中 国 数学 会 ,中 国 工业 与 应 用 
数学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 ,有 
数学 家 提出 ,莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 ,建议 将 其 中 
的 一 些 数学 教材 组 织 翻 译 出 版 。 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 ,并 得 到 高 等 教育 
出 版 社 的 高 度 重 视 。 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数 
学 教材 情况 的 专家 座谈 讨论 ,大 家 一 致 认为 :在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 ， 
有 助 于 扩大 视野 ,开拓 思路 ,对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 。 
《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 ,经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 


I 序 


教育 出 版 社 组 织 出 版 的 。 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 ,本 系列 中 所 列 入 的 教材 ,以 莫斯科 大 学 的 教材 
为 主 ,也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著 名 大 学 的 教材 。 有 大 学 基础 课程 的 教材 ,也 有 适合 
大 学 高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 。 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 ,但 经 多 次 修 
订 重 版 ,面目 已 有 较 大 变化 ,至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 ,反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 
教材 方面 所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 。 这 一 教材 系列 的 出 版 ,将 
中 俄 数学 教学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 ,对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教 
学 内 容 的 改革 ,对 提高 数学 素养 .培养 更 多 优秀 的 数学 人 才 ,可 望 发 挥 积极 的 作用 ， 
并 起 着 深远 的 影响 ,无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 。 


李 大 潜 
2005 年 10 月 
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第 一 章 ”微分 几何 导 引 


1.1 曲线 坐标 系 ”最 简单 的 例子 


1.1.1 引 论 


我 们 来 考察 n 维 欧 氏 空间 ,今后 用 R" 表示 n 维 欧 氏 空间 . 在 R" 中 ,关于 选 定 
的 正 交 基 向 量 61,e;,…,e,, 给 出 了 箭 卡 儿 坐 标 x',…,x" 我 们 提醒 一 下 , 欧 氏 数量 
积 概念 与 R" 中 的 笛 卡 儿 坐标 紧密 地 联系 着 ,数量 积 为 双 线性 形式 , 它 将 每 一 对 向 
量 专人 ER" 与 一 实数 相对 应 ,后 者 通常 表示 为 ( 专 , 忆 》, 而 且 这 个 运算 对 每 个 自 变 
量 是 对 称 的 和 线性 的 ,而 形式 本 身 是 正定 的 . 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ， 

(£,9) = + +é"n", 
其 中 = (6 = (7). 

但 是 ,要 很 方便 地 把 许多 具体 问题 用 解析 法 表示 出 来 , 笛 卡 儿 坐标 是 不 够 的 . 
当然 ,我 们 有 十 分 简单 的 例子 ,例如 贺 或 椭圆, 它们 在 笛 卡 儿 和 坐标 下 的 解析 表达 式 
是 非常 简单 的 . 

然而 ,例如 在 物理 问题 中 ,往往 遇 到 质点 在 任何 力 场 中 运动 的 轨迹 , 写 出 它们 
在 笛 卡 儿 坐 标 下 的 显 式 表达 式 是 困难 的 . 例如 在 笛 卡 儿 坐 标 下 方程 V+ 六 
e\( wn) =0 所 确定 的 螺 线 就 是 这 样 (图 1. 1). 当然 ,这 个 表示 法 还 不 很 复杂 ,但 是 
在 另外 的 所 谓 极 坐标 系 下 , 写 出 这 个 曲线 却 甚 为 简单 . 极 坐标 系 (r,g) 与 笛 卡 儿 坐 
标 系 之 间 的 关系 为 :x =rcos p,y =rsin gp( 图 1.2). 在 这 个 坐标 系 下 螺 线 的 方程 为 
=e*, 以 此 可 立即 看 清 质 点 按 此 轨迹 运动 的 特性 . 
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图 1.1 图 1.2 


这 里 要 指出 ,在 有 些 问题 上 , 极 坐标 是 有 效 的 . 我 们 考察 在 平面 中 心力 场 中 的 
质点 运动 ; 设 中 心 在 0 点 ,并 在 平面 上 引用 极 坐标 (r,p). 假设 "是 动 点 的 向 径 ,r 
是 它 的 长 ,t 是 时 间 , 这 时 + 和 wp 是 时 间 的 某 个 函数 . 在 极 坐标 为 rp 的 点 r() , 考 
察 两 个 垂直 的 单位 向 量 :向 量 e,, 它 的 指向 平行 于 该 点 的 向 径 ;向 量 ev, 它 垂直 于 
《6,, 且 其 方向 为 极 坐标 p 的 增加 方向 (图 1.3). 我 们 在 r(t) 上 加 点 表示 向 径 r(t) 关 
于 时 间 ! 的 微分 . 那么 ,在 力学 中 已 经 知道 ,在 平面 中 心力 场 中 的 质量 为 1 的 质点 
的 运动 由 下 面 的 微分 方程 确定 :r = 岂 r)e,, 这 里 了 是 变量 r 的 某 个 光滑 的 函数 . 

质点 运动 可 用 两 个 函数 给 出 :r=r(1) ,p =g(+). 完全 容 y 
易 相 信 , 量 ”9 是 保持 不 变 的 . 这 是 Kepler 定律 之 一 ,这 些 定 
律 是 Kepler 研究 行星 在 太阳 系 中 的 运动 时 得 出 的 . 对 这 个 
保持 不 变 的 量 完全 可 以 赋予 明显 的 意义 . 为 此 ,Kepler 自己 
引进 了 下 面 合适 的 概念 :他 称 向 径 (+) 扫 过 的 面积 5(1) 变 


化 的 速度 为 遍 形 速度 v, 即 »= 生 4D. 
于 是 ,Kepler 定律 简 述 为 :在 相等 的 时 间 内 向 径 扫 过 相 13 
等 的 面积 ,换言之 , 鹿 形 速度 是 常数 , 即 生 (站 = 常数 


另 一 方面 ,在 解 力学 以 及 物理 学 的 具体 问题 时 ,还 产生 另外 的 曲线 的 坐标 一 一 
柱 面 坐标 球面 坐标 等 等 . 考察 类 似 的 用 一 组 实数 给 出 空间 点 的 方法 ,可 以 发 觉 我 
们 下 面 令 述 的 是 共同 思想 的 基础 , 


1.1.2 笛 卡 儿 坐标 和 曲线 坐标 
我 们 研究 网 氏 空间 R" 中 的 任意 区 域 . 这 里 提醒 一 下 ,区 域 是 欧 氏 空间 中 这 样 
的 任意 集合 C, 它 的 每 一 点 P 与 以 P 为 中 心 ,足够 小 的 半径 的 球 一 起 包含 在 这 个 集 


合 中 ， 


我 们 考察 用 Ri 表示 的 第 二 个 欧 氏 空间 . 给 出 区 域 C 中 点 的 坐标 一 一 它 意 
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味 着 将 Ri 的 点 与 一 个 数组 对 应 . 显然 ,此 对 应 应 该 满足 一 定 的 要 求 . 首先 ,不 同 的 
点 对 应 于 不 同 的 坐标 组 ,这 是 必需 的 . 

区 域 C 的 每 一 点 与 一 个 n 实数 组 相对 应 ,得 到 个 函数 x'(P),… ,x"(P)， 
它们 的 定义 域 为 区 域 C; 这 里 = ,…,x" 是 欧 氏 空间 Ri 的 坐标 . 通常 ,要 求 这 些 函 
数 是 连续 的 ,也 是 光滑 的 . 

这 样 ,我 们 考察 两 个 欧 氏 空间 :具有 笛 卡 儿 坐 标 y ,…,y" 的 R" 和 具有 笛 卡 儿 
坐标 x'，,…,x" 的 Ri; 设 C 是 R" 中 的 区 域 . 

定义 1 车 函数 组 x (y…,Y) ,…,x"(y'，…, 六 ) 给 出 了 R" 中 区 域 C 到 欧 氏 
空间 Ri 中 某 区 域 4 上 的 双方 单 值 且 连续 的 映射 , 则 称 此 函数 组 为 区 域 C 的 连续 
坐标 系 . 换 句 话说 ,x'(P) ,…,x"(P) 这 函数 组 给 出 的 映射 为 区 域 C 到 区 域 4 上 的 
同 胚 . 

函数 x'(P) ,…,x"(P) 称 为 点 P 关 于 坐标 映射 /:C 一 4 的 坐标 . 

例如 ,可 以 取 x' =y',…,x" =y" 给 出 的 恒 等 映 射 作为 映射 :Ch. 

车 坐标 映射 了 已 经 给 定 , 有 时 我 们 把 带 有 坐标 *'(P),…,x"(P) 的 点 P 写成 
P(x wx") 的 形式 . 

从 所 有 连续 的 坐标 映射 中 ,将 从 区 域 C 到 区 域 4 上 的 光滑 映射 分 出 来 ,所 谓 
光滑 映射 就 是 ,所 有 函数 x (7,…,y") ,…,x"(y',…,y") 是 其 自己 的 变量 y ，…， 
y" 的 光滑 函数 . 我 们 现在 立刻 转 到 定义 这 样 的 坐标 系 : 它 的 两 个 映射 上 F 和 三 都 是 
光滑 的 . 为 此 ,我 们 建立 光滑 映射 的 Jacobi 矩阵 的 概念 . 

设 f:C-*4 是 由 函数 组 (7 …, 六 ) ,…,x"(y ,…,y") 给 出 的 光滑 映射 - 

定义 2 由 坐标 x'(P) ,…,x"(P) 的 偏 导 数组 成 的 函数 矩阵 


1 


8 7” 

称 为 映射 / 的 Jacobi 矩阵 . 这 个 矩阵 的 行列 式 用 J(7) 表示 ,并 称 为 映射 /的 Jacobi 
行列 式 . 

注 对 Jacobi 矩阵 ,我 们 引用 的 符号 必 不 会 与 光滑 函数 7 的 微分 记号 引起 混 
乱 , 因 为 光滑 函数 7 的 微分 在 这 个 特殊 情况 下 也 正好 与 Jacobi 矩阵 完全 一 样 . Jaco- 
hi 矩阵 是 变 的 矩阵 , 即 依赖 于 区 域 C 中 的 点 已 

定义 3 若 光 滑 函 数组 x (7 mp) (7 ,…,y") 给 出 区 域 C 到 欧 氏 空 
间 RI 的 某 个 区 域 4 上 的 双方 单 值 的 映射 ,并 且 映 射 的 Jacobi 行列 式 J(f) (P) 在 区 
域 C 的 所 有 点 不 等 于 0, 则 称 此 光滑 函数 组 为 网 氏 空间 R" 中 区 域 C 的 正则 坐标 系 . 
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我 们 指出 ,映射 的 Jacobi 行列 式 在 区 域 C 中 所 有 点 不 为 0 的 要 求 ,表示 .的 
逆 映 射 广 是 光滑 的 . 这 事实 可 从 隐 函 数组 的 定理 得 到 . 于 是 ,正则 坐标 系 是 由 两 个 
光滑 的 互 逆 映 射 给 出 的 ,它们 建立 起 区 域 C 和 4 之 间 的 同 胚 . 

可 以 认为 ,在 欧 氏 空间 R" 的 区 域 C 中 ,从 一 开始 已 引进 了 笛 卡 儿 坐标 系 ,在 
两 个 空间 R" 和 R; 自然 重合 时 利用 C 到 4 上 的 恒 等 映射 而 得 . 这 时 ,再 在 区 域 C 
上 引进 由 正则 映射 了 给 出 的 坐标 系 , 它 可 看 作 坐 标 变换 :从 原来 的 笛 卡 儿 坐标 * 变 
为 "同一 个 区 域 C 上 的 新 的 坐标 系 . 

定义 4 区 域 C 上 的 正则 坐标 系 也 称 为 区 域 C 上 的 曲线 坐标 系 . 

现在 ,在 区 域 C 上 考察 两 个 任意 的 曲线 坐标 系 :x'(P) ,… ,x"(P) 和 2 ( 忆 ) ,…， 
2*(). 这 就 是 说 给 定 了 两 个 正则 映射 和 gg， 

fi:C ACR?(x' ,x"); EC 一 DCRI(z ,2"), 

即 映射 /和 g 分别 在 区 域 C,4 与 C,B 间 建 立 了 双方 单 值 双 方 光滑 的 对 应 . 换 句 
话说 ,区 域 C 的 每 一 点 P 与 两 个 曲线 坐标 系 }x'(P)} 和 |z(P)1 相 对 应 ,这 里 1<i 
< 因此 ,可 以 对 照 点 的 坐标 1x (P)| 与 它 的 坐标 |z'(P)| ,从 而 确定 了 映射 
Ah=B, 即 沙 ,1x(P)| 一 |z(P)1 ,1<isn, 称 如 此 确定 的 映射 几 ,, 为 区 域 C 
上 的 坐标 变换 . 在 这 个 变换 下 ,点 得 到 的 不 是 原来 的 曲线 坐标 |x'(P) | ,而 是 新 
的 曲线 坐标 |z(P) |. 

引 理 1 了 映射,, 是 区 域 4 到 B 上 的 双方 单 值 \ 双 方 光滑 ,Jacobi 行列 式 不 为 0 
的 上 映射 

证 明 映射 ,的 双方 单 值 性 直接 由 定义 3 得 到 . 映射 .的 光滑 性 由 两 个 光 
滑 映射 的 合成 仍 为 光滑 映射 得 到 . 剩 下 验证 映射 少 , 具 有 非 0 的 (在 区 域 4 中 每 一 
点 )Jacobi 行列 式 J(y.,). 

实际 上 ,映射 .由 两 个 映射 合成 :y=g of” :4 一 B( 图 1.4). 映射 由 ,的 Ja- 
cobi 矩阵 分 解 为 映射 广 的 Jacobi 矩阵 和 映射 g 的 Jacobi 矩阵 的 乘积 . 事实 上 , 因 
为 2 =) 其中 国 数 |y* (x ，…， 
x") ,1<a<n| 给 出 了 光滑 映射 三 :4-C, 所 以 按 复合 函数 的 微分 公式 得 到 : 2 = 


a ,这 就 是 说 Jacobi 矩阵 oy. 分 解 为 两 个 短 阵 扫 和 "' 的 乘积 现在 只 


需 说 明 Jacobi 矩阵 gf 和 df” 的 关系 即 可 . 因为 合成 映射 "' 。f 是 区 域 C 到 自身 的 
便 等 映射 ,那么 ,得 到 da( 广 。f) = 中 '。df=EE, 这 里 EE 为 n 阶 单位 矩阵 ,最 后 得 到 
中 "=(4f) ,这 就 证 明了 答 阵 动 .: 满 足 恒等式 dj., = (dg) . (4) ,于 是 
J(W.,) =J(8)/1(7) ,并 且 因 为 两 个 Jacobi 行列 式 J(g) 和 (有) 都 不 为 零 , 所 以 Ja- 
cobi 行列 式 J](y,,,) 也 不 为 零 . 引 理 得 证 . 

假设 在 区 域 C 上 给 出 光滑 的 函数 组 : 1x(P) | ,1 <i<n. 如 何 知道 这 组 函数 是 


1.1 曲线 坐标 系 ”最 简单 的 例子 5 


否 给 出 C 中 的 正则 坐标 系 ? 

引 理 2 假设 光 滑 的 函数 组 1*(P) | ,1<i<n, 具 有 性 质 :这 函数 组 的 Jacobi 
行列 式 J/(f) A(P) = |x(P),1<i<n| 在 区 域 C 中 不 为 零 , 那么 ,在 区 域 C 的 每 一 
点 存在 这 样 的 开 邻 域 ,在 此 邻 域 中 函数 组 |x(P) | 给 出 了 正则 坐标 系 

这 函数 组 可 称 为 局 部 坐标 系 . 

证 明 在 引 理 的 条 件 中 没有 假定 函数 组 |x(P) | 确定 区 域 C 到 欧 氏 空间 R? 
的 区 域 相 上 的 双方 单 值 的 映射 , 但 按 隐 函 数组 定理 ,从 Jacobi 行列 式 不 为 零 可 得 逆 
映射 的 存在 性 ( 至 少 在 局 部 ). 引 理 得 证 . 

注意 ,满足 引 理 2 条 件 的 函数 组 决 不 必然 立刻 就 确定 为 整个 区 域 C 中 的 正则 
坐标 系 ,就 是 说 区 域 4 到 区 域 C 上 的 光滑 映射 . 广 也 可 能 不 存在 . 实际 上 ,看 一 个 
简单 的 例子 :把 在 挖 掉 坐 标 原点 0 的 二 维 平面 取 作 为 区 域 C, 而 取 光 滑 映射 /: 
JJ) 三 ( (7 各 (7)》 这 里 如 (7 7) = (9)? (FY) =2772; 也 
就 是 若 设 ==y +iy* ,w=x! +ix*(i 是 虚数 单位 ) ,那么 w=z. 这 个 映射 把 复数 = 变 
换 成 它 的 平方 . 在 平面 极 坐 标 (7,p) 下 可 写 出 这 个 映射 ,得 到 f(r,g) = ( 产 ,2p) (图 
1.5) ;Jacobi 矩阵 4f 具有 形式 : 

1 2 
区 = ~ 站 
27 27 
1) =4(7)2 +4(7)* >0. 

我 们 看 到 ,Jacobi 行列 式 在 区 域 C 中 所 有 的 点 是 正 的 
(因为 原点 不 在 其 内 ). 因此 , 按 引 理 2 我 们 的 映射 在 
区 域 C 的 每 一 点 的 某 个 开 邻 域 中 建立 了 局 部 正则 坐 
标 系 . 然而 这 时 ,映射 了 没有 逆 映 射 广 ,因为 了 不 是 双 
方 单 值 的 . 

实际 上 ;每 一 个 点 ,不 是 坐标 原点 ,w =x +ix? 在 
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映射 下 总 有 两 个 原 像 ,这 就 是 点 (7,8) 和 (7,p +T). 

例子 中 所 导出 的 函数 组 的 Jacobi 行列 式 , 当 P 点 允 近 挖 去 的 点 时 , 趋 于 0. 在 
几何 上 已 知 有 下 面 的 问题 :网 氏 空 间 到 自身 的 光滑 映射 ,在 对 Jacobi 行列 式 加 上 
条 件 0 <s<J(Jf) <N<% , 且 其 中 e 和 六 是 常数 时 ,是 否 双 方 单 值 的 ? 这 里 我 们 将 
不 讨论 这 个 问题 . 

区 域 中 的 每 个 曲线 坐标 系 确定 了 所 谓 坐标 曲线 ,第 i 个 坐标 曲线 由 方程 

#(P)=0 ,0(P) = (P) =c-h， 
x'(P)=t,x"" (PP) =e ,x"(P) =e, 

给 出 ,其 中 所 有 的 c; 是 常数 ,而 :是 连续 参数 . 随 着 1 的 变化 ,点 P 跑 过 区 域 中 某 条 
光滑 的 轨 线 . 于 是 ,从 区 域 C 中 每 一 点 P 走 出 n 条 光滑 的 轨 线 ,这 些 轨 线 也 称 为 给 
定 坐 标 系 的 坐标 曲线 (在 P 点 ). 对 另外 的 点 P, 有 另外 的 坐标 曲线 ,并 且 当 P 点 变 
化 时 ,这 个 坐标 曲线 系 光滑 地 变形 . 若 坐 标 系 是 笛 卡 儿 坐标 系 ,那么 它 的 坐标 曲线 
是 直线 . 在 直观 描述 曲线 坐标 时 , 画 出 坐标 曲线 是 有 益 的 . 图 1. 6 显示 了 坐标 的 光 
滑 变化 ,长 式 鹿 “ 变 为 "河马 . 


1.1.3 曲线 坐标 系 的 最 简单 例子 


我 们 从 下 面 的 评注 开始 :平面 上 的 极 坐 
标 系 (r,p) 不 是 整个 平面 R* 上 的 正则 坐标 . 
实际 上 ,由 极 坐标 系 到 笛 卡 儿 坐 标 系 的 坐标 


的 Jacobi 行列 式 . 直接 计算 得 
(WY) = 大 

于 是 ,Jacobi 行列 式 在 坐标 原点 为 0. 由 
此 可 见 极 坐标 在 整个 平面 上 不 是 正则 的 . 此 外 , 它 使 整个 二 维 欧 氏 平面 到 自身 的 映 
射 不 是 双方 单 值 的 ,因为 形 为 (r,p) 和 (r,p +2T) 的 点 变 为 同一 点 . 

应 该 划分 出 使 极 坐标 是 正则 坐标 的 区 域 C. 

我 们 考察 欧 氏 平面 Re(r,p) ,这 里 六 =7, 六 =wp, 并 且 把 由 不 等 式 0 <p <2T， 
0 <r < + 中 确定 的 无 限 带 形 看 作为 区 域 C. 那么 在 平面 R'(x' ,之 ) 上 应 该 取 除 去 半 
直线 x' 之 0,x* =0 的 整个 二 维 平面 作为 区 域 4. 映射 户 C 一 4 由 公式 x! =rcos p,x? 
=rsin gp 给 出 . 图 1.7 指出 了 在 映射 /下 坐标 曲线 的 变化 ,直角 坐标 网 变 为 极 坐标 
网 , 映射 /的 双方 单 值 性 和 正则 性 是 明显 的 . 

现在 考察 三 维 欧 氏 空间 , 并 研究 柱 面 坐标 系 . 变换 公式 为 : x' = reos gp， 
=rsin ,x = 工 研 究 R(7 ,六 ,7) ,这 里 y=7, 六 =g,y =z, 并 取 区 域 (0 <r;0 < 
ep<2m; -mm <z< +om) 作 为 C. 上 面 引用 的 公式 定义 了 光滑 映射 /: C4 CR (x!， 
*? ,x ) ,这 里 区 域 4 由 R(x',*,*) 中 删 去 半 平 面 而 得 到 (图 1.8). Jacobi 矩阵 具 


图 1.6 
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有 形式 
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图 1.8 


其 变换 的 Jacobi 行列 式 等 于 r 于 是 ,在 区 域 4 中 柱 面 坐标 系 是 正则 的 . 这 是 因为 
Jacobi 行列 式 仅 在 z 轴 的 点 上 等 于 0; 而 通过 z 轴 的 半 平面 ,为 了 保证 双方 单 值 性 而 
除去 了 - 

现在 我 们 考察 n 维 欧 氏 空 间 , 并 引进 球面 坐标 系 . 变换 公式 为 


:C7,01 03s, BD, 1) A sa ) 
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x! =rcos bg ， 
x =rsin bicos 0,, 


x =rsin bisin gcos 0,, 


Xx"! =rsin bgisin 0,°**sin gacos 0,.1, 
x" =rsin bsin 0,*sin 0,_2sin 0 

注 这 组 公式 的 构造 是 清楚 的 ,认为 每 一 行 都 有 相同 的 来 历 , 只 是 参数 0. ,在 
足 标 i=n 时 ,等 于 0, 这 种 看 法 是 适宜 的 . Jacobi 矩阵 和 Jacobi 行列 式 由 读者 自己 
计算 . 

对 三 维 空间 ,球面 坐标 常用 (r,b,p) 表示 ;此 时 变换 公式 具有 形式 :x = 
rsin 0 cos pix =rsin bsin pix =rcos ;0<g<T,0<yp<2T,r>=0. 在 这 样 的 坐标 
下 ,J=rsin 0. 区 域 C 和 4 表示 在 图 1. 9 中 . 这 个 变换 的 Jacobi 行列 式 仅 在 x 轴 上 
为 0; 为 了 保证 坐标 系 的 双方 单 值 性 ,还 要 除去 半 平面 (x =0,x' >=0). 在 固定 时 ， 
参数 g,p 的 坐标 曲线 表示 在 图 1. 10 中 . 这 两 个 角 参 数 有 时 称 为 纬度 和 经 度 . 它们 
在 地 球 仪 上 给 出 坐标 网 . 在 三 维 的 情形 Jacobi 矩阵 具有 形式 : 

sin beos P reos bcosp -rsin bsing 
djy=|sinOsing rcos bgsinp rsin bcosgp 


cos 9 一 rsin 9 0 


#3 
; 
8 
0 7 区 
Crb.p) Arsx2xD) 
po 


图 1.9 图 1.10 


习 题 
1 证 明丽 数组 u=x+siny,o=y -让 sin * 在 平面 上 给 出 了 正则 坐标 系 . 


2. 证 明 在 加 周 $ 上 不 能 给 出 一 个 统一 的 坐标 系 . 
3. 在 极 坐标 系 下 写 出 Laplace 方程 Au 和 + 半 -0 
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1.2.1 在 欧 氏 坐标 系 中 曲线 的 长 


我 们 考察 欧 氏 空间 R' ,并 在 R" 中 给 出 欧 氏 数量 积 : (#,7) = 47 ,7 e 
R'. 此 时 ,可 以 将 每 个 向 量 $eR", 可 以 按 公式 161 = VXE 8) 计算 它 的 模 或 长 如 
果 我 们 想 确定 任意 两 点 ,7 eR" 之 间 的 距离 ,那么 就 应 计算 向 量 上 -的 长 从 角 
析 儿 何 知道 ,两 个 向 量 台 ,eR" 之 间 的 角 p, 也 能 用 数量 积 由 公式 cos p = 
迟 拓 和 玉 表示 .我 们 看 到 , 像 向 量 的 长 和 向 量 问 的 角 这 样 重要 的 度量 概念 是 与 
欧 氏 空间 中 的 数量 积 紧密 联系 者 的 . 在 建立 其 他 重要 的 几何 概念 时 ,常常 借 助 于 各 
种 向 量 的 数量 积 的 公式 ， 

我 们 米 给 出 光滑 曲线 长 的 定义 . 为 此 ,以 参数 形式 给 出 曲线 y(), 即 认为 欧 氏 
空间 中 的 光滑 曲线 由 一 组 个 光滑 函数 x (5) ,…,x"(!) 给 出 ,其 中 参数 跑 过 整个 
实数 轴 或 一 个 有 限 区 间 [a,b]. 这 里 ,xz',……,z' 是 R" 的 备 卡 儿 举 标 


定义 1 数 My) | ”= | VTCJ TCD 二 称 为 曲线 y(0) 从 点 y(a) 到 点 Y(1) 
(或 从 参数 值 := a 到 参数 值 = 6) 的 长 ,其 中 了 (1) 是 具有 坐标 
(2 号，…, 坚 《全 ] 的 向 量 , 有 时 称 为 曲线 Y( 在 点 上 的 速度 向 量 , 或 称 为 曲线 


Y(1) 在 点 1 的 切 向 量 . 
曲线 长 的 显 式 公式 为 : 


‘nl LE 
引 理 1 在 光滑 曲线 Y(2) 上 给 定 两 点 Y(a) 和 ?7(). 若 =t(z) 是 参数 ! 换 为 
新 的 参数 = 的 任何 光滑 的 变换 ,和 >0, 那 么 曲线 长 1(y) | "不 变 , 即 总 成 立 等 式 


My(2) | =W(y(r)) | ,这 时 a=t(a),b=1(p). 
证 明 直接 计算 ,得 


ro | = /a ee) (F) Ear 
= VG dr = | Var, 
其 中 六 ={ 人 和， ,二 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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现在 假定 给 定 了 欧 氏 空间 中 的 两 条 光滑 曲线 y (2) 和 ys(z) ,它们 相交 于 某 点 
P, 即 存在 这 样 的 参数 值 :=a,r=5, 使 P=yi(a) =ya(5). 我 们 来 定义 两 个 曲线 在 
它们 交点 处 的 夹 角 . 

定义 2 ”两 条 相交 的 光滑 曲线 y,(1) 和 (7) ,在 它们 的 交点 P=y(a) = 
Ya(5) 处 ,车 两 个 速度 向 量 癌 (a) 和 为 (8) 不 为 零 , 由 等 式 cos p = 
(9) 9a(6) 》 确定 的 角 史 称 为 此 两 条 相交 曲线 在 交点 己 的 交角 
17(a)1，172(0)1 

注 严格 地 说 ,这 个 等 式 确定 的 不 是 一 个 角 , 而 是 两 个 角 , 它 们 的 和 为 .但 是 
因为 曲线 编 了 号 码 ,那么 就 产生 了 有 向 角 的 概念 ， ? 
这 样 的 角 就 由 上 面 引进 的 公式 所 唯一 确定 了 . 我 们 2 
坚持 两 个 速度 向 量 在 交点 处 不 为 0 的 要 求 . 问题 在 放 
于 在 光滑 曲线 的 速度 向 量变 为 0 的 点 ,这 曲线 可 能 “7 
受 折 损 ,其 运动 方向 跳跃 性 地 突然 变化 (图 1.11). 

我 们 指出 ,在 光滑 曲线 上 存在 转折 点 决 不 违背 图 Ll 
曲线 的 光滑 性 (参看 光滑 曲线 的 定义 ). 例如 ,图 
1.12 表 示 了 在 一 点 具有 转折 的 光滑 曲线 ;这 里 光滑 曲线 在 奇 点 的 “转折 角 "等 于 
/2. 容易 构造 出 在 奇 点 有 转折 角 7 的 光滑 曲线 的 例子 (参看 图 1.13). 


有 MD » 
YD AO) 
下 下 x 


图 1.12 


中 所 描绘 的 曲线 能 用 解析 函数 x(:) ,y(t) 给 出 吗 ? 
请 读者 自己 确认 :按照 一 般 公式 计算 的 圆周 长 和 线段 长 与 初 
等 几何 中 的 已 知 量 是 相符 的 . 


1.2.2 在 曲线 坐标 系 中 曲线 的 长 


现在 ,考察 欧 氏 空间 的 区 域 C 中 的 曲线 坐标 ,并 假设 y(1) 是 
这 个 区 域 中 的 任何 光滑 曲线 . 在 这 个 曲线 坐标 系 中 如 何 写 出 光滑 曲线 y(1) 的 长 ? 
用 2,…,z" 表示 曲线 坐标 , 即 x' =x'(z) ;于 是 接 复合 函数 的 微分 法 则 ,有 
(0D) - 2 中 上 lsisn 
dt 2 


练习 ; 写 出 图 1. 13 中 所 描绘 曲线 的 参数 方程 . 问题 :图 1. 13 >— 


图 1.13 
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即 4 | = [T(EG) a 


Ri 


归于 
di dt 


全 全 
fi np oz 


ds" dr 
六 


其 中 函数 gw(z) = Ss 如 .显然 ,这 些 函 数 关于 指标 m,p 是 对 称 的 , 即 5w = 


&imi 于 是 函数 组 gw 可 组 成 对 称 和 矩阵 C = (&w). 在 我 们 得 到 的 公式 中 , 短 阵 6 的 系 
数 是 以 Jacobi 甜 阵 的 元 素 的 乘积 和 表示 的 . 因为 di。 = { 坚 ) ,所 以 矩阵 6 表示 为 
两 个 秆 阵 的 乘积 :C = 4 * A", 这 里 4 = 几 ., 矩阵 C(z) 在 坐标 变换 时 的 变化 规律 如 
何 呢 ? 我 们 再 作 一 个 变量 替换 , 由 变量 | :| 变 为 变量 |) | , 即 考察 形式 为 了 = 
(yy) ,1<i<n 的 正则 坐标 变换 . 同时 ,把 | 看 作 区 域 C 中 的 新 的 曲线 从 
标 ， 
这 时 ,系数 gw(z) 按 下 面 规则 变化 

yy) -让 

; = 3 A 


gu(7) = ff ay 8 了 oy 


(5 Dx" ax 
= 和 y 各 gz” | “p07 


即 C(y) =dy,6(2) (dy 
注 “有 时 表示 新 的 坐标 为 ,在 指标 上 写 上 “一 撤 ”, 即 表示 是 在 新 的 坐标 系 
中 . 
函数 gw(z) 有 明显 的 几何 意义 . 我 们 考察 区 域 C 中 的 任意 点 了 和 曲线 坐标 系 
21,…,z 的 经 过 P 点 的 坐标 曲线 . 这 些 曲线 中 每 一 条 都 可 用 参数 方程 2' = cj，…'， 
2 =c td = =c, 的 形式 给 出 ,其 中 c。(1<a(#i) <n) 是 这 样 
， 的 常数 ,它们 为 点 P 的 坐标 :* =c。;1<a( ¥i) <n. 我 们 用 y。(1) (1<m<n) 表 示 
第 m 条 坐标 曲线 . 这 时 z 坐标 系 中 的 第 m 条 坐标 曲线 在 * 坐标 系 中 写 为 : 


I (ese,Cniss" =b,Cnrs sn) | ,1 Sign. 


这 条 光滑 曲线 在 尸 点 的 速度 向 量 的 坐标 e。 = 位 此 ]1<isn 因为 gs(*) = 


2 志 | 
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入 足 ， 这 个 表示 式 也 可 写 为 形式 :gz) =(e。,6，) ,也 就 是 说 ,函数 8 是 相 


应 的 坐标 曲线 切 向 量 的 数量 积 (图 1. 14). 

这 样 ,我 们 看 到 在 坐标 变换 时 和 矩阵 C(z) 像 二 次 形 
式 的 矩阵 那样 变换 , 若 原 来 是 笛 卡 儿 坐标 ,那么 矩阵 G 
是 单位 矩阵 ,于 是 在 任何 另外 ( 曲线 ) 坐标 系 中 , 它 可 以 
写 为 6(z) =4E47, 这 里 4= 示 ,ix 是 笛 卡 儿 坐 标 . 

在 作 进 一 步 讨 论 之 前 ,我 们 先 来 考察 在 不 同 的 曲线 
坐标 中 曲线 长 公式 的 最 简单 的 例子 . 对 这 些 曲线 坐标 顺 
便 算 出 矩阵 6. 

1， 平 面 上 的 极 坐标 (>,p). 在 笛 卡 儿 坐 标 (> ,x ) 


下 ,矩阵 6 为 G(x) = 人 中 ee (0 


1 大 
面 已 计算 出 Jacobi 和 矩阵, 由 此 
Grp) =dy(dy)™ 


到 ,三 
-|。 寺 
于 是 在 极 坐标 中 ,所 给 曲线 y(t) = (7(1) ,p(t) ) 的 长 ,根据 公式 表示 为 
是 di 2/d 
im | =[V( 加 +7( 多 各 
2. 三 维 欧 氏 空间 Rs: 中 的 柱 面 坐 标 (r,p,z). 矩阵 G(x) 在 箔 卡 儿 坐 标 (x' ,x?， 
局 ) 下 为 G(x) = 上 .前面 已 算出 其 Jacobi 矩阵 ,由 此 


1 0 0 
Cryp,z) =dy( dy) =|0 7 "| 
001 
于 是 在 柱 面 坐 标 系 下 所 给 曲线 y(t) =(r(1) ,p(t) ,z(t) ) 的 长 ,根据 公式 可 表 


(y(t)) | s f (ea) +? (ge) + (ga) di. 
作为 一 个 例子 ,我 们 来 计算 直 圆 柱 面 上 螺 线 的 长 ,此 螺 线 由 参数 方程 (1) = 及 
= 常数 ,p(t) =on,z = 给 出 . 此 时 ， 
ly) | = f VR + qd: = (Rw +q9)'(b -a), 
3. 三 维 欧 氏 空间 R* 中 的 球面 坐标 (r,9,9). 在 箔 卡 儿 坐标 (x',*,*”) 下 ,和 矩 
阵 G 为 G(x) = 玉 Jacobi 矩阵 前 面 已 算 过 ,由 此 
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I 
ean -wo 这 ”TO | 
0 0 rsimb 
于 是 在 球面 坐标 系 下 ,所 给 曲线 y(t) = (r(1) ,8(t) ,p(t) ) 的 长 ,按照 公式 表 


示 为 
3 - 2 
wy) | = 了 (多 (区 + rsin o( 因 ) a 
有 时 仅 写 出 弧 长 微分 由 的 显 式 来 代 蔡 弧 的 全 长 的 表示 式 常 常 是 方便 的 . 特别 
是 在 上 面 所 分 析 的 例子 中 ,这 些微 分 取 如 下 的 形式 :在 平面 极 坐 标 中 , (di)”= 
(dr)? +r(dp)”; 在 R 的 柱 面 坐 标 中 ,(d1)?=(dr)? +r(dp)*+ (dz)”; 在 R 的 球 
面 坐 标 中 , (dl)?=(dr)? +r (dg)? +rsin’ (dp)’. 


1.2.3 在 欧 氏 空间 区 域 中 黎 曼 度量 的 概念 


我 们 把 区 域 C 中 的 每 一 个 曲线 坐标 系 :与 一 个 光滑 的 矩阵 函数 G(z) 相对 应 ， 
这 和 矩阵 函数 6(z) 在 坐标 变换 时 , 像 二 次 型 那样 变换 . 

定义 3 如果 在 网 氏 空 间 区 域 C 的 每 个 正则 坐标 系 z ,… ,z" 中 定义 了 一 组 光 
滑 函 数 gw,(z ，…,z") ,满足 :(1) gw(z) =&rm(z)( 即 矩阵 G(z) 是 对 称 的 );(2) 矩 
阵 6G(z) = (gw) 是 非 退 化 的 和 正定 的 ; (3) 在 坐标 变换 zy 时 ,矩阵 G(z) 按 照 规 
则 C(y) =dW6(z)(o 虽 )" 变换 (提醒 一 下 ,我 们 仅 考虑 坐标 系 的 正则 变换 ) ,这 里 
和 Wy 表示 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 好,,, 那 么 我 们 说 在 欧 氏 空间 区 域 C 中 给 出 了 黎 
要 度量 . 

注 为 简化 像 二 ,aib 那样 按 重复 指标 (一 个 上 指标 ,一 个 下 指标 ) 进 行 求 和 的 
表示 式 符号 ,我 们 省 略 掉 符号 *" >” ,简写 为 “a.b” ,这 就 意味 着 关于 i 求 和 . 

定义 4 若 在 区 域 C 中 给 出 了 黎 曙 度量 6(z) = (gj) ,并 在 坐标 系 (z) 中 给 出 
了 光滑 曲线 y(t) = |z (0 上 , 则 称 数 


nl = 


为 曲线 y(1) 从 点 y(a) 到 点 y(5) 的 长 . 

上 述 黎 曼 度量 的 定义 现在 可 以 用 比较 不 变 的 术语 来 叙述 , 这 就 是 , 黎 受 度量 的 
给 出 能 够 在 经 过 区 域 中 每 一 点 的 所 有 光滑 曲线 的 切 向 量 的 集合 上 定义 二 次 型 
( ，) 确实 ,车 (0) = 已 = 为 (0) ,PEC, 则 对 向 量 专 = 为 (0) 和 刀 = 力 (0) ,这 
里 $= (各 全) ,= (nD ) ,可 以 令 佑 加) ,= 8: 

引 理 2 映射 ,一 (去 ,9)。 给 出 了 光滑 地 依赖 于 点 的 非 退 化 正定 的 二 次 型 . 

证 明 ”所作 映 射 的 对 称 性 和 双 线性 由 定义 3 得 到 . 我 们 来 确认 这 个 对 应 定义 
了 双 线性 型 . 作 正 则 坐标 变换 |z| 一 |z} ,这 时 

V(t) 4a) ,sD y=) a); 
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i 
= 由 = 有 本 时 i az 187 Be dd EY 


由 此 得 到 

人 
EE 
=8#7 = (€,0)e, 


td 


这 就是 涪 ,(#,7)， 确实 是 双 线 性 型. 在 证 明 中 利用 攻关 = 引 理 证 毕 


于 是 , 黎 曼 度量 的 定义 可 用 如 下 的 术语 给 出 : 若 在 欧 氏 空间 区 域 C 中 每 一 点 ， 
对 切 于 过 此 点 的 光滑 曲线 的 向 量 给 出 了 非 退化 正定 的 双 线 性 型 (数量 积 ) ,那么 我 
们 就 说 在 区 域 C 上 给 出 了 黎 曼 度量 

由 引 理 2 得 到 这 个 定义 与 定义 3 是 等 价 的 . 特别 是 ,由 引 理 2 得 到 光滑 曲线 的 
长 与 曲线 坐标 的 选择 是 无 关 的 . 

车 两 条 光滑 曲线 y 和 在 己 点 相交 (使 yp (0) =y2(0),y,(0) #0,y:(0) 
0) ,它们 之 间 在 给 定 的 黎 曼 度量 下 的 交角 p, 由 
人 《707ya》 
1y,11721 


cosp= 

给 出 . 
黎 曼 度量 存在 吗 ? 我 们 上 面 已 经 援引 了 例子 . 事实 上 ,车 在 区 域 C 中 的 笛 卡 
儿 坐 标 下 给 出 矩阵 G(x) =6,( 这 里 x*',…,x" 是 区 域 C 中 的 笛 卡 儿 坐 标 ) ,那么 在 
由 笛 卡 儿 坐标 经 正则 变换 得 到 的 任何 其 他 曲线 坐标 z, 可 以 按 定义 令 C(z) = 
由 C(x)( 邮 )"= 则 ( 邮 )", 这 里 邮 是 所 给 变换 的 Jacobi 矩阵 . 这 样 ,我 们 就 定义 了 
在 欧 氏 空间 区 域 中 给 定 的 黎 曼 度 量 , 这 个 度量 是 欧 氏 度量 ,并 且 光 滑 曲 线 弧 长 微分 


的 平方 在 备 卡 儿 储 标 下 写 为 (d)* = 六 〈d')* 但 是 , 若 给 出 的 是 任意 的 黎 色 度 
最 ,那么 我 们 不 应 该 希望 通过 区 域 C 中 适当 的 坐标 变换 使 这 个 度量 化 为 
半 (de) 的 形式 .一 般 情况 下 ,这 是 不 正确 的 

定义 5 在 区 域 C 中 给 定 袭 曼 度量 6, 若 在 区 域 C 中 存在 这 样 的 从 标 y( 一般 


地 说 ,是 曲线 坐标 系 ) ,在 此 坐标 系 下 C(7) 变 为 单位 矩阵 , 则 称 此 黎 曼 度量 C 是 欧 
氏 的 . 

假使 给 出 的 是 欧 氏 度量 ,那么 可 以 写 出 使 这 个 度量 也 是 欧 氏 形式 的 所 有 另外 
的 坐标 系 , 即 单位 矩阵 . 这 里 我 们 仅 指出 ,所 有 这 样 的 坐标 系 可 以 从 一 个 坐标 系 用 
欧 氏 空间 的 旋转 \ 平 移 和 反射 的 方法 得 到 . 
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“ 非 欧 度量 ”, 即 用 任何 正则 坐标 变换 都 不 能 化 成 形式 为 2 (dx )” 的 度量 ， 


它 的 存在 性 暂时 还 无 可 推 得 . 目前 我 们 还 不 能 指出 这 样 的 艇 曼 度 量 ,可 确定 无 疑 地 
断定 它 是非 欧 度量 . 但 是 ,不 久 我 们 就 能 做 到 . 直观 上 很 明显 ,为 揭示 出 这 样 的 度 
量 ,需要 找 出 在 坐标 的 正则 变换 下 保持 不 变 的 属于 这 个 度量 的 某 种 不 变量 . 那 时 ， 
我 们 希望 能 比较 两 个 度量 的 不 变量 ,并 揭示 出 这 些 不 变量 的 不 同 ,从 而 揭示 出 两 个 
度量 的 不 等 价 性 , 这 样 的 一 些 不 变量 实际 上 是 存在 的 ,并 且 我 们 能 很 快 地 确定 它 
们 . 只 有 到 那 时 ,我 们 才能 严格 地 证 明定 义 在 欧 氏 空间 区 域 中 的 非 欧 度量 的 存在 
性 . 

在 曲线 坐标 = 下 写 出 的 欧 氏 度量 失去 了 它 的 简单 的 “ 欧 氏 形式 "并 由 答 阵 
G(z) 给 出 ,这 时 “辨别 " 欧 氏 度量 就 不 那么 简单 . 我 们 来 看 看 在 上 面 所 指出 简单 的 
曲线 坐标 系 中 如 何 写 出 欧 氏 度量 . 不 写 出 黎 曼 度量 的 矩阵 C(z) ,而 写 出 光滑 曲线 
弧 长 微分 的 平方 (dl)* =&y(z)deidz 常常 是 方便 的 . 

1， 在 平面 极 坐 标 中 : (dl)? =dr? + rdp*. 

2. 在 三 维 空间 柱 面 坐 标 中 : (dl)* = dr + rdp? + dz 

3， 在 三 维 空间 球面 坐标 中 : (dl)? = dr +7(d0 +sin2bdp2). 


1.2.4 不 定 度量 


到 现在 为 止 ,我 们 遇 到 的 仅 是 所 谓 黎 曼 度量 的 正定 度量 . 但 是 在 应 用 中 常常 遇 
到 所 谓 不 定 度量 . 

定义 6 假设 在 欧 氏 空间 区 域 C 的 每 一 个 正则 坐标 系 ” ，…,z 中 定义 了 一 组 
光滑 函数 |gw(z ,…,z*) | ,它们 满足 除 正定 要 求 外 的 加 在 黎 曼 度量 上 的 所 有 要 求 
(参看 定义 3) ,也 就 是 说 所 对 应 的 二 次 型 不 是 正定 的 ,那么 就 说 在 区 域 C 中 给 出 了 
不 定 度量 . 

我 们 考察 伪 欧 空间 R 中 的 所 谓 指标 s 的 伪 欧 度量 作为 不 定 度量 的 最 简单 例 
子 . 为 了 构造 这 个 度量 ,在 笛 卡 儿 坐 标 x',…,x" 下 的 通常 的 欧 氏 空间 R" ,并 在 每 一 
点 PeR" 给 出 下 面 的 双 线性 型 (具有 常 系数 , 即 与 点 无 关 的 系数 ):(#,m), = 


- 入 6 + 六 8 于 是 ,对 光 清 蝎 线 Y(0) = 2()1,1<i<n, 其 弧 长 按 公 式 
表示 为 


二 D dr: 2 a dx z 
BA A 
在 n=4 时 ,指标 为 1 的 伪 欧 空间 有 时 称 为 Mmakosckmn( Minkowski) 空间 (在 
狭义 相对 论 中 ) ;同样 我 们 也 将 考察 Ri 和 Ri ,我 们 指出 ,指标 为 0 的 伪 欧 空间 就 是 
通常 的 欧 氏 空间 . 


也 像 在 通常 欧 氏 空间 一 样 ,在 空间 R' 中 向 量 专 的 长 由 公式 1 = V(E 司 ), 定 


: 2 i 1 
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义 ,但 在 R, 中 不 同 于 在 R" 中 ,向 量 的 长 可 以 是 零 和 虚数 . 事实 上 ,因为 形式 
(”， )》, 不 是 正定 的 ,所 以 ,例如 从 坐标 原点 发 出 的 所 有 向 量 专 s R, 的 集合 分 为 
(二 , 攻 ), <0( 类 时 向 量 ) ,《#,#), = 0( 光 向 量 或 迷 向 向 量 ) ,(#,#), > 0( 类 空 向 量 ) 
这 三 个 不 相交 的 集合 . 这 种 情况 导致 了 有 零 长 ` 实 长 和 虚 长 向 量 的 情况 . 确实 ,类 时 
向 量具 有 虐 数 长 , 光 向 量 ( 迷 向 向 量 ) 具有 零 长 ,而 类 空 向 量具 有 实数 长 . 例如 , 坐 


标 原点 发 出 的 迷 向 向 量 填 满 了 项 点 在 坐标 原点 的 整个 锥 面 : - > 《 粹 产 


十 之 (x )?=0; 类 时 向 量 位 于 锥 面 的 “内 部 ", 即 在 由 坐标 平面 (x ,… ,x ) 确 定 的 


从 面 腔 内 ; 而 类 空间 量 位 于 光 锥 面 的 “外 部 "(图 1. 15). 


| 中 <o0 


图 1.15 


注 在 (狭义 相对 论 中 的 ) Mukosckui 空间 Ri 中 , 迷 向 锥 面 全 部 由 所 谓 “ 光 
向 量 "#( 即 (,#), =0) 组 成 ,并 称 为 光 锥 ,由 坐标 原点 发 出 的 光线 ,将 沿 此 锥 面 的 
一 条 母线 传播 

我 们 定义 指标 的 伪 欧 空间 R' 中 光滑 曲线 的 长 


wy | = [ Va 


与 欧 氏 情形 不 同 之 处 在 于 : 某 条 曲线 的 长 可 能 是 零 , 纯 虚数 和 复数 . 

为 了 更 方便 地 表示 狭义 相对 论 的 某 种 效应 而 引进 Mmakosckni 空间 Ri ,我 们 
在 空间 Ri 中 引入 坐标 x = ct,x' =x,x* =y,x =z, 就 是 说 (dl)? = -czdt2 + dx + 
dy* + de", 其 中 + 是 时 间 ,e 是 光速 . 我 们 考察 任何 物质 的 微粒 的 所 谓 “ 宇 宙 线 ” 
Yy(1 , 它 是 空间 Ri 中 的 光滑 轨 线 . 如 果 坐 标 x,y,z 解释 为 空间 的 坐标 ,那么 微粒 沿 
此 轨 线 的 运动 可 以 解释 为 某 个 在 三 维 欧 氏 空间 中 迁移 的 质点 在 时 空中 的 进化 . 像 
以 前 一 样 ,假设 y 是 轨 线 y(7) 在 点 的 切 向 量 ;那么 因为 在 狭义 相对 论 中 采用 任 
何 信号 的 传播 速度 不 能 超过 光速 c 的 假说 ,所 以 

edi > Vd + dy + dr, 


. st = 
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这 里 (cdtdx,dy, 严 ) 是 沿 着 轨 线 y() 在 切 向 
量 Y(z) 的 方向 上 的 无 穷 小 位 移 向 量 的 坐标 . 
由 此 我 们 得 到 沿 着 物质 微粒 的 宇宙 线 7(z) 
总 是 满足 关系 式 -cd + de + dy + <0， 
即 4Y(z) ,7(7)), <0. 这 就 是 说 , 切 于 宇宙 线 
的 每 个 切 向 量 是 类 时 的 向 量 . 由 此 也 得 到 物 
质 微 粒 的 宇宙 线 总 是 取 虚数 长 . 特别 是 ,宇宙 
线 全 部 严格 地 在 光 锥 ( 迷 向 锥 面 ) 内 传播 ,此 
锥 面 以 + 轴 为 自己 的 轴 . 这 个 条 件 在 宇宙 线 
的 每 一 点 都 应 满足 (参看 图 1. 16). 


CK 
2 


习 是 
上 验证 :曲线 长 可 以 作为 依次 连接 曲线 上 有 限 个 点 的 线段 所 组 成 的 折线 , 当 最 长 的 线段 趋 


于 0 时 的 极限 . 
2. 证 明 : 在 网 氏 空间 ,连接 两 点 的 曲线 中 以 直线 的 长 为 最 短 . 


1.3 球面 和 平面 上 的 几何 


我 们 考察 二 维 欧 氏 平面 , 它 具 有 笛 卡 儿 坐 标 *,y, 并 被 赋 子 欧 氏 度量 df = dx* 
+ dy”. 为 表示 光滑 曲线 弧 长 的 无 穷 小 元 素 , 除 用 df 外 ,有 时 也 用 记号 dy*, 我 们 将 
使 用 这 两 种 符号 . 若 在 平面 上 引进 极 坐标 , 则 中 心 在 原点 的 圆周 成 为 形 如 r(1) = 
常数 的 坐标 曲线 . 在 极 坐标 系 中 圆 弧 长 的 无 穷 小 元 素 等 于 rdy. 

现在 ,我 们 考察 二 维 球面 到 三 维 欧 氏 空间 中 的 标准 峡 入 ,在 引入 笛 卡 儿 坐 标 
xy 的 三 维 欧 氏 空间 中 , 它 是 以 坐标 原点 为 起 点 长 为 尺 的 向 量 终点 的 集合 . 先 谈 
谈 下 面 一 般 的 问题 . 假设 在 球面 5* 上 有 某 条 光滑 曲线 y(+) ,并 且 计 算 这 个 曲线 的 
长 .于 是 可 以 考虑 外 围 的 三 维 欧 氏 度 量 ds* = dx? + dy? + d ,而 把 光滑 曲线 写成 参 
数 形式 y(t) = (x(t) ,y(4) ,z(1) ) ,并 且 按照 上 面 所 说 明 的 方案 计算 它 的 长 . 同样 ， 
可 以 计算 在 球面 上 两 条 相交 曲线 y,(t) ,yz(1) 的 角 . 

在 了 中 引用 球面 坐标 (r,g,p) ,这 时 ,半径 为 尺 的 球面 由 方程 r=R= 常 数 给 
出 . 我 们 来 计算 整个 都 在 球面 5 上 的 两 条 曲线 切 向 量 的 数量 积 . 设 y,(1) = (R， 
OQ1(t) ,p(t)) y(t) =(R,0,(1) ,p(t) ) ,于 是 

P(t)=00,0 ,9), Y(t) =(0.0,9:), 
(V1172) =R (bb, +sin’0(t) p19,), 

此 公式 在 曲线 y,(+) 与 y,(1) 交 点 计算 . 由 此 可 见 ,我们 所 计算 的 数量 积 与 两 个 向 
量 (外 ,91),( 失 ,pg,) 关 于 新 的 双 线 性 形式 忆 ( 扩 + sin*9(1)y,9) 的 数量 积 相符 
合 , 这 个 双 线 性 形式 定义 了 二 次 形式 尼 (dg + sin*Gdy”) , 它 是 由 欧 氏 空间 中 的 相 
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应 的 二 次 形式 dr +r(d6” + sin*6dg* ) 用 变量 9,9 的 新 的 函数 r=R= 常 数 ,6=0,9 
= 代替 变量 7,9,9 而 得 到 . 我 们 说 ,引进 这 种 运算 以 后 所 得 到 的 球面 ? 上 黎 曼 
度量 RR( dg + sin*8dyp*) 是 外 围 三 维 空间 的 欧 氏 度量 在 球面 上 的 诱导 度量 . 

在 球面 5 上 ,点 的 位 置 可 用 两 个 参数 9,p( 纬度 和 经 度 ) 给 出 ,于 是 点 在 球面 
上 的 向 径 可 以 表示 为 *=x(9,p) = Reos bcos p,y =Y(9,9) =Reos 0sin gp,z=z(0, 
9) = Rsin 0. 将 此 三 个 函数 (依赖 两 个 参数 ) 代 人 三 维 空间 中 弧 长 微分 的 平方 表示 
式 dx? + dy + dr, 得 到 (dx(9,p))* + (dy(0,9))* + (di(0,9))* =R (dg + 
sin2gdp2). 

这 个 具体 的 例子 今后 将 被 我 们 有 力 地 概括 ,并 且 也 是 在 欧 氏 空间 中 的 曲面 上 
诱导 黎 曙 度量 的 特殊 的 情况 . 在 球面 ? 上 也 可 引进 另外 的 曲线 坐标 , 这 在 计算 时 
有 时 用 得 着 . 我 们 来 导出 这 些 坐 标的 基本 例子 . 

考察 球面 8 到 平面 R* 的 球 极 射影 . 为 此 ,把 半径 为 RR 的 球面 的 球 心 放 在 坐标 
原点 0, 并 研究 通过 0 点 的 坐标 平面 R*(x,y) ;在 球面 5 上 也 标 出 北极 N 和 南极 
S. 设 P 为 球面 上 不 同 于 NN 的 点 ;连接 北极 N 和 PP, 并 延长 NP, 交 平面 R(x,y) 于 
Q. 将 点 与 点 Q 相对 应 ,我 们 得 到 映射 pv:S 一 'R ,并 称 它 为 球面 的 球 极 射 影 . 映 
射 po 在 除 北极 V 以 外 的 球面 的 所 有 点 上 有 定义 . 可 以 设想 北极 “映射 "为 二 维 平 
面 的 无 穷 远 点 (参看 图 1. 17). 


图 1.17 图 1,18 


我 们 观察 R 中 的 球面 坐标 ",9,9, 它 诱导 出 球面 上 的 坐标 (9,p) ,而 在 平面 
R?* 上 出 现 坐标 (r,p) , 即 极 坐 标 . 因为 映射 po 保持 坐标 p 不 变 , 所 以 为 了 定义 po， 
找 出 半径 7 依赖 于 角 9 的 关系 式 就 足够 了 . 为 此 ,我 们 观察 用 过 点 P,0,WN 的 平面 


去 截 5 所 得 的 截面 (图 1. 18). 因为 角 ONT 等 于 于 -人 ,于 是 得 到 坐标 变换 的 公式 


为 pp=wPir=Reot 如 
不 难 验证 ,这 个 变换 的 Jacobi 行列 式 J= - 有 7 ;于 是 在 除 北极 外 的 所 有 


2sin 二 


要 gt ah 
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点 ,变换 是 正则 的 . 因而 借用 平面 极 坐标 ,在 球面 上 可 以 引进 华 标 . 在 此 新 的 坐标 下 
球面 的 黎 曼 度量 取 怎 样 的 形式 ?容易 验证 ,度量 de? = 民 ( dg? + sin'gdy?) 现 在 可 以 
写 为 : 


ds = 区 i +ridp’). 


我 们 所 得 到 的 球面 的 度量 形式 仅 在 一 个 可 变 因 了 [二 2 的 > 上 不 同 于 平面 上 


在 极 坐标 下 写 出 的 欧 氏 度量 (dr? + dgp*). 这 样 的 两 个 度量 称 为 是 共 形 的 . 

定义 1 在 欧 氏 空间 区 域 C 中 的 曲线 坐标 ,…,z, 下 给 出 黎 曼 度 量 gy(z) , 它 
具有 形式 gy(z) =A(z)gy(z) ,这 里 和 (z) 是 区 域 C 中 的 光滑 函数 ,而 g;(z) 是 在 坐 
标 2 ,…,z" 下 写 出 的 欧 氏 度量 的 分 量 , 则 称 gy(z) 为 共 形 度量 . 换 句 话说 , 若 存在 
举 标 系 % ,使 8,(x) =A(x) by (dx*)? 时 , 则 称 度量 g,(z) 是 共 形 的 . 


于 是 ,在 欧 氏 平面 上 出 现 了 两 个 度量 :di + rdg7, 欧 民 的 ;和 7 3( d+ 


Pdp?) ,球面 度 最 ,它们 可 以 认为 给 在 同一 个 定义 域 R'(x,y) 上 . 回 到 关于 等 价 度 
量 的 问题 上 来 . 是 否 存 在 平面 R* 上 的 正则 坐标 变换 ,使 度量 dr + rdp? 转化 为 度 
量 7 庆 Tt +Pdp:)?7 
我 们 至 少 提出 这 两 个 度量 不 等 价 的 这 个 事实 的 直观 论据 . 为 此 ,我 们 用 欧 氏 度 
量 和 用 球面 度量 来 计算 圆周 x** + =a? 的 长 . 在 欧 氏 度量 中 已 知 圆周 长 为 /, = 
2ma,a 是 半径 . 我 们 来 求 在 球面 度量 中 圆周 的 长 . 首先 , 求 出 半径 a 的 欧 氏 度量 和 
它 在 球面 度量 下 的 量 p 之 间 的 关系 式 . 我 人 有 


p= 2[ a Ra 三 2Rarctan( ); 


= b>、 po 
1 = 2 广 扎 : 举 i 的 = 2nRsin R 


(参看 图 1. 19). 几何 上 , 量 p 表示 出 圆周 上 从 变 点 到 北极 之 间 连 接 的 径 线 之 长 . 
特别 , 当 p0 时 , 即 对 于 半径 很 小 的 圆周 来 说 ,得 到 上 ~2mp, 也 就 是 说 我 们 得 
到 的 公式 转变 为 平面 图 周 长 度 的 表达 式 . 比较 两 个 公式 : “半径 为 p 的 圆周 的 * 欧 


氏 " 长 =2mp" 和 "半径 为 p 的 圆周 的 “球面 ' 长 =2mAsin ,我 们 看 到 ,这 两 个 是 
不 同 的 ;特别 ,一 个 是 线性 的 ,而 第 二 个 是 周期 的 . 
我 们 看 到 , 同 半径 的 圆周 长 的 公式 ,在 欧 氏 度量 和 球面 度量 中 是 不 同 的 . 这 说 


四 原 书 为 sin p, 疑 为 笔 误 . 由 译 者 改作 sin 熏 
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明了 两 个 度量 是 不 等 价 的 ,或 通常 称 为 是 不 等 长 的 . 严格 地 证 明 它们 的 不 等 价 性 ， 
将 在 以 后 进行 . 事实 上 , 凸 的 球面 不 可 能 保持 其 曲线 长 而 变形 到 欧 氏 平面 某 个 区 
域 . 若 回想 一 下 , 压 扁 一 块 球面 成 平面 ,需要 怎样 的 力 ,与 将 直 圆柱 撑 开 展 成 平面 要 
加 怎样 的 力 ,两 者 比较 一 下 ,上 面 这 个 事实 是 可 以 想像 的 . 


< 


图 1.19 图 1.20 


上 面 所 进行 的 球面 上 圆周 长 的 计算 也 可 直接 地 在 球面 坐标 (9,p) 下 进行 . 在 
此 坐标 下 ,球面 的 度量 为 (dg? + sinzgdp? ). 这 个 度量 的 定义 域 可 认为 是 变量 为 
b,9 的 欧 氏 平面 上 半径 为 下 的 圆 盘 . 在 这 个 坐标 下 ,很 明显 ,半径 为 9 的 圆周 长 等 
于 2mRsing( 图 1.20). 同时 ,点 O 自然 地 与 球 的 北极 相 重合 ,而 边缘 的 圆周 (半径 
为 T) 一 点 ,这 点 也 与 球 的 南极 相 重 合 . 

现在 研究 计算 球面 上 光滑 曲线 长 的 问题 . 取 所 谓 斜 驶 线 一 一 与 球面 每 一 条 经 线 
交 于 同样 的 角 ae 的 轨 线 一 一 作为 例子 , 问题 ; 求 这 曲线 从 任何 点 y(a) 到 y(b) 的 长 ; 
我 们 指出 ,这 个 曲线 在 航行 理论 上 是 很 有 名 的 一 一 按照 它 可 方便 地 开辟 飞机 航线 . 

我 们 要 求 出 斜 驶 线 的 方程. 在 球 极 射影 时 ,经 线 转变 为 平面 上 过 坐标 原点 的 射 
线 . 于 是 斜 驶 线 在 平面 上 是 以 同一 角 a 交 于 这 些 射线 的 曲线 . 这 个 结论 由 球 极 射 
影 保持 相交 曲线 间 的 角度 这 个 更 一 般 的 事实 得 到 . 这 样 的 变换 称 为 是 共 形 的 . 更 确 
切 地 说 ,我 们 所 指 的 是 :考察 外 围 的 欧 氏 度量 在 球面 上 所 诱导 的 球面 度量 ,并 假设 
两 条 相交 曲线 在 交点 的 交角 为 a( y, ,7 ) (假定 角 是 定向 的 (参看 图 1. 21) ). 曲线 

六 
和 


i 
2 


图 1.21 
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7 和? 在 球 极 射影 下 变 为 某 两 条 曲线 9 和 9g,, 它 们 之 间 的 夹 角 在 平面 欧 氏 度量 
df 下 计算 时 ,用 B(4,,4,) 表示- 

引 理 1 对 任何 相交 曲线 y 和 7: ,等 式 ea(7 72) =B(g1,9:) 总 成 立 . 

证 明 ”比较 角 a 和 BB 的 显 式 公式 , 并 且 利 用 经 球 极 映 射 po 后 在 平面 R* 的 极 
坐标 下 的 球面 度量 的 公式 就 足以 证 明 ， 

实际 上 还 成 立 更 一 般 的 结论 . 

引 理 2 设 gj(z) 和 gy(z) 是 欧 氏 空间 区 域 C 中 曲线 坐标 (z',…,z*) 下 的 两 个 
度量 ,车 对 每 一 点 (z) eC, 都 成 立 &; =Agy,A =A(z) 是 光滑 函数 , 则 在 这 两 个 度量 
下 计算 的 相交 曲线 间 的 角 是 一 样 的 . 

证 明 逐 字 逐 句 地 香 述 引 理 1 中 的 推 证 即 可 . 

现在 回 到 斜 驶 线 问题 上 来 . 由 于 引 理 1, 找 出 它 在 欧 氏 平面 上 的 方程 即 可 . 保 


持 角 a 不 变 的 条 件 就 是 (中 全 :时 = cos a = 常数 ,其 中 (7x,p) = 了 是 斜 驶 线 
十 厂 


的 切 向 量 ,(1,0) 是 射线 (7 =t,p = 常数 ) 的 速度 向 量 . 由 此 ， Te en- 党 


数 ,从 而 二 =feot air=c ve “这 里 c= 常 数 . 令 Pp=4 有 r=ccot ae "p=1, 
计算 曲线 的 弧 长 ,得 到 上 y) be =c ew" +e, 其 中 ,co"= 常 数 ,问题 : 求 出 常数 
oie 的 人 

习 十 


1 证明: 在 球面 5* 上 由 大 圆 弧 组 成 的 三 角形 的 内 角 和 大 于 2 

2, 在 球面 上 ,用 三 角形 ( 由 大 贺 弧 组 成 ) 的 面积 来 表示 它 的 内 角 和 、. 

3， 证 明 :球面 上 的 相似 变换 的 相似 系数 只 可 能 等 于 1. 

4. 证 明 对 任何 黎 龟 度量 可 找到 这 样 的 坐标 系 ,使 得 在 此 坐标 系 中 在 给 定 的 点 的 黎 最 度量 
的 矩阵 为 单位 矩阵 - 
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欧 氏 空间 R" 中 的 球面 8 ( 超 球面 ) 可 定义 为 到 坐标 原点 距离 为 p 的 点 的 集 
合 . 在 指标 为 * 的 伪 欧 空间 R ,同样 可 以 考察 到 菜 个 点 距离 为 p 的 点 的 集合 (但 现 
在 的 数 p 不 仅 可 以 为 实数 ,也 可 以 是 虚数 或 零 ). 这 个 点 的 集合 称 为 指标 为 * 的 伪 
球面 ,并 用 5;”! 表示 . 我 们 将 以 实 半径 , 虚 半径 和 零 半 径 来 区 分 伪 球面 . 零 半 径 的 


伪 球 面 用 二 阶 方程 - pe 站 证 (w)?”= 0 表示, 其 中 x ,…,x" 是 R" 中 的 笛 卡 
儿 坐 标 ,在 R" 上 我 们 也 制作 了 伤 欧 空间 R: 的 模型 . 很 明显 , 零 半径 的 伪 球 面 与 迷 
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向 ( 零 ) 锥 面 一 致 
我 们 考察 几 个 特例 . 设 n=2,s =1. 在 二 维 平面 上 迷 向 锥 面 由 两 条 直线 ”= 


+ 必 组 成 . 这 个 锥 面 分 R2 为 两 部 分 :在 其 一 部 分 中 ,(#. 才 ), >0( 即 由 不 等 式 lz 1 > 
1x'1 所 定义 的 区 域 ) ,而 另 一 部 分 (#,), <0( 即 由 不 等 式 1x*1 < 1x 1 所 定义 的 区 
域 )( 图 1.22). 实 半径 的 伪 球 面 一 这 是 双 曲 线 : - (2 ) Hou=o ,其 中 a 是 
实数 . 虚 半径 的 伪 球面 一 这 是 双 曲 线 : - (xz ) + (2) = -a (图 1.23). 


图 1.22 图 1.23 


现在 设 n=3,s =1. 迷 向 锥 面 ( 零 半径 的 伪 球 面 ) 一 一 这 是 通常 的 二 阶 锥 面 ,其 
方程 为 - (x ) 2 + (2)*+ (x )*=0, 轴 为 x' 轴 . 
它 也 分 整个 空间 为 两 部 分 (分 为 "内 部 ”和 “外 
部 ") (图 1. 24). 实 半 径 伪 球面 一 一 这 是 单 叶 双 
曲面 : - (x')?+ (x)*+ (x )*= +ax. 虚 半 径 伪 
球面 一 这 是 双 叶 双 曲 面 : - (x')? + (和 只) + 
(x )*= -a (参看 图 1.25). 为 方便 起 见 , 在 有 
上 制作 Ri 的 模型 :用 x,y,z 表示 R' 的 笛 卡 儿 坐 
标 ;此 时 ( 专 才 )，= -x + + 

考察 虚 半 径 伪 球 面 ,这 是 双 叶 双 曲面 ,其 方程 为 -a = x+y +z. 因为 它 赔 
入 在 Ri 中 ,所 以 可 以 说 “空间 Ri 的 几何 (度量 ) 诱 导出 虚 半径 伪 球 面 上 的 某 种 几 
何 (度量 ) ”. 为 简单 起 见 , 仅 限于 研究 其 一 叶 , 例如 由 不 等 式 >0 所 确定 的 一 叶 ; 
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我 们 称 双 曲 面 上 的 通常 点 为 伪 球面 的 几何 “点 ” ;而 称 双 曲面 与 过 原点 的 形 如 ax + 
by+cz =0 的 平面 相交 的 线 为 ”直线 "(图 
1.26). 然后 ,作出 类 似 于 球面 到 平面 上 的 
球 极 射影 的 变换 . 把 0 点 (坐标 原点 ) 看 作 
为 伪 球 面 3 = | -只 = - 安 + 六 + 于 | 的 中 
心 ; 具 有 笛 卡 儿 坐标 ( - a,0,0) 的 点 作为 
北极 W; 具 有 笛 卡 儿 坐 标 (a,0,0) 的 点 作为 
南极 S; 取 过 伪 球 面 中 心 的 平面 Y02 作为 
在 其 上 实现 射影 的 平面 . 顺便 提 一 下 ,数量 
积 (#,) 在 平面 Y0Z 上 的 限制 恰好 有 形 
式 如 + 如 四 ,就 是 说 ,是 欧 氏 数量 积 . 现 
在 考虑 双 曲面 之 右边 部 分 上 的 变 点 P, 并 连接 P,N, 即 连接 点 P 与 北极 N. 那么 线 
段 PN 交 平面 YOZ 于 一 点 ,用 /(P) 表示, 并 称 它 为 点 P 在 球 极 射 影 /:5?R* 下 的 
像 .同样 ,可 利用 南极 $ 作为 射影 中 心 , 确 
定 双 曲面 的 左边 部 分 在 同一 平面 Y0Z 上 
的 球 极 射影 . 图 1. 27 表示 伪 球 面 与 过 轴 
OX 的 平面 的 截 线 . 双 曲 面 右边 部 分 的 像 
所 覆盖 的 不 是 整个 YOZ 平面 ,而 仅 是 半径 
为 a 的 圆 盘 y + <er 的 内 部 . 双 曲 面 左 
边 部 分 的 像 覆盖 了 圆周 +: = o 的 外 
部 . 与 通常 的 球面 5 不 同 , 伪 球 面 S; 在 其 
球 极 射影 下 , 仅 覆盖 着 平面 Y02 的 一 部 
分 ,因为 图 周 产 +z* =o 不 属于 射影 的 像 . 北极 入 变 为 平面 YOZ 的 无 穷 远 点 . 现在 
设 点 已 具有 笛 卡 儿 坐标 (zx,y,z) ,这 里 x*>0, 并 设 (u',w ) 是 点 AP) 在 平面 Y0Z 上 
的 笛 卡 儿 坐标 ,这 里 映射 了 是 球 极 射影 . 我 们 来 计算 出 球 极 射影 的 显 式 公式 . 

引 理 1 设 P=(x,y,z), 大 P) =( 2) ,那么 

lul? +a’ “20u! tei 
Sa TE 
其 中 lw? = (wu)?+ (Ww ) n= (uw ,w). 

证 明 由 图 1.27 可 得 


(=-@0,0) ~、 


图 1.27 


多 二 


因为 ~@ = =- 妆 寺 7 十 闻 ,所 以 
0 
a 


-a = -x 


从 而 


i ah be 
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二 十 吧 
吧 一 la 


X= * 


引 理 得 证 . 

引 理 2 ”坐标 (w' ,之 )( 在 开 圆 盘 ( 岂 ) +( 轨 ) <o 内 变化 ) 给 出 了 双 曲 面 右 
边 部 分 上 的 正则 坐标 系 , 即 球 极 射影 给 出 了 坐标 的 正则 坐标 :f(x,y,z) 一 (4 , 志 )， 

证 明 ”可 以 认为 伪 球 面 右边 部 分 由 方程 x= Va +y+ 了 所 给 出 . 因而 球 极 射 
影 / 可 以 理解 为 坐标 变换 (y,z) 一 (2 , 吧 ). 剩 下 的 就 是 找 出 这 个 变换 的 Jacobi 和 矩 
阵 ,并 验证 它 的 行列 式 不 为 0. 直接 计算 ,得 到 

4 吧 PE+teF 4apx 
i 

于 是 变换 的 Jacobi 行列 式 在 圆 盘 六 +z* <a? 中 的 所 有 点 上 是 正 的 . 引 理 得 证 . 

回 到 通常 的 球面 5 上来. 车 把 球面 上 通常 的 点 称 为 点” ,而 球面 与 过 中 心 0 
的 平面 交 线 ( 即 赤道 ) 称 为 "直线 ", 将 在 球面 上 产生 怎样 的 几何 ? 看 看 这 些 “ 点 " 
和 “直线 "的 集合 适合 怎样 的 公理 ? 很 明显 ,经 过 不 是 对 径 的 任何 两 "点 " ,有 一 条 
且 仅 有 一 条 “直线 "通过 ;但 是 , 若 两 "点 "是 对 径 的 ,那么 过 这 两 “点 "有 无 穷 多 条 
“直线 "通过 . 此 外 ,对 “直线 "外 一 “点 " ,没有 一 条 通过 这 “点 "而 与 原来 的 “直线 ” 
不 相交 的 “直线 " ,就 是 说 ,在 球面 上 的 这 样 的 几何 中 ,不 存在 “平行 的 直线 (不 相交 
直线 )". 

可 对 这 种 方法 作 一 些 改进 . 例如 ,把 球面 5 上 的 对 径 点 对 (P, - P) 称 作 新 几 
何 的 “点 ", 于 是 经 过 任何 一 对 “点 " 仅 有 一 条 “直线 "通过 ( 假定 这 一 对 “点 "不 重 
合 ). 这 个 性 质 已 经 类 似 于 欧 氏 几何 的 相应 的 性 质 . 容易 检验 ,在 得 到 的 几何 中 , 除 
所 谓 的 "第 五 公设 外 "所 有 古典 的 欧 氏 公理 都 满足 . 这 就 是 说 ,仍然 是 过 “直线 "外 
一 "点 " ,没有 一 条 “直线 "平行 于 给 定 的 “直线 ”, 即 任何 两 条 “直线 "都 相交 于 一 
“点 " ,或 两 条 直线 重合 . 这 个 几何 有 时 称 为 椭 贺 几何. 

上 面 所 述 把 点 P 与 ~-P 重 合 的 运算 ,与 按照 关于 0 点 作对 称 映射 而 将 球面 分 
为 等 价 类 的 运算 是 等 价 的 . 因为 每 一 对 点 (P, - 忆 ) 在 三 维 空间 (在 那里 嵌入 球面 ) 
确定 一 条 且 仅 确定 一 条 直线 ,所 以 可 以 把 椭圆 几何 的 每 一 条 “直线 ” , 即 赤 道 ,与 重 
直 于 它 并 经 过 点 0 的 直线 相对 应 . 于 是 椭圆 几何 是 二 维 实 射影 空间 的 模型 

现在 我 们 回 到 伪 欧 几何 及 其 在 虚 半 径 伪 球面 上 诱导 出 的 几何 上 来 . 考虑 球 极 
射影 户 + Si 一 | 姑 + 荆 < 吧 | = 太 用 +5? 表示 双 曲 面 的 右面 部 分 , 双 曲 面 的 点 变 为 
半径 为 a 的 二 维 圆 盘 D? 的 内 点 . 在 双 曲 面 上 ,我 们 几何 中 的 “直线 ”, 即 它 与 通过 
伪 球 面 中 心 的 平面 的 交 线 (类 似 于 球面 上 的 赤道 ) 在 贺 六 上 变 为 怎样 的 曲线 ? 

引 理 3 +5? 与 形 如 ax +by+cz=0 的 平面 的 每 一 条 交 线 ,在 映射 /下 变 为 与 
关 周 +z =a? 交 于 直角 的 圆 弧 (图 1. 28). 

证 明 由 引 理 1, 在 平面 方程 ax +6by +cz =0 中 代 和 作为 变量 由 ,2 的 函数 的 
xi 的 显 式 表示 式 就 足够 了 . 例如 假设 az#0, 于 是 方程 
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lal + ， 2baru' 2ca'w -0 
oa-lul -le oe-lul 


在 初等 代数 变换 后 ,化 为 形式 


(* + 妈 + (2 +a) = 到 (+e-o)， 


就 是 说 , 它 确定 了 中 心 点 在 人 - 径 ,- 呈 ) ,半径 为 全 VF+C -=r 的 轩 , 此 加 与 
轩 呈 +2=oe 在 点 4 和 有 B 交 成 直角 (图 1.29) ,显然 ,在 交点 的 交角 等 于 于, 引 理 得 


证 . 


无 限 半 径 的 贺 
图 1.28 图 1.29 


于 是 ,Ri 中 在 虚 半 径 伪 球面 上 诱导 的 几何 与 发 生 在 欧 氏 平面 R: 上 半径 为 a 
的 圆 内 的 几何 相符 合 , 若 取 这 个 圆 内 通常 的 点 作为 这 个 几何 的 “点 ”, 而 取 与 边界 
圆 交 成 直角 的 圆 弧 作为 这 个 几何 的 “直线 ”. 特别 地 , 圆 的 所 有 直径 都 是 “直线 ”, 因 
为 它 可 以 看 作为 半径 为 无 穷 大 的 圆 弧 . 这 种 几何 称 为 双 曲 几何 或 JTo6ayesckmit 
(Lobachevskii ) 几何 ,而 它 在 欧 氏 平面 上 半径 为 a 的 圆 内 的 模型 称 为 Jo6aqeBckrm 
几何 的 Poincaré 模型 . 

在 Poincare 模型 上 ,容易 验证 除 第 五 公设 外 的 所 有 的 欧 几 里 得 公理 (公设 )， 
并 确信 它们 的 正确 性 . 在 图 1. 30 中 可 以 看 出 ,过 “直线 "外 
的 任意 点 ,可 以 引 无 穷 多 条 “直线 "平行 于 给 定 “ 直 线 ”, 即 
与 它 不 相交 . 若 参 数 a 趋 于 无 穷 时 ,那么 在 Poincare 模型 
上 ,Jo6aweackat 几何 对 任何 有 限 区 域 来 讲 将 “ 趋 于 " 欧 氏 A 
儿 何 ,因为 贺 弧 开始 张 直 并 变 为 欧 氏 直线 . Poincare 模型 的 MN 
边界 一 一 圆周 7 + 二 = o 称 为 绝对 形 ,在 绝对 形 上 配置 的 
是 Jo6aseackrt 平面 的 无 穷 远 点 . 有 时 ,为 简单 起 见 , 在 研 图 1.30 
究 Jo6aqepckHt 平面 时 ,假设 a=1. 

注 ”也 能 考察 发 生 在 Ri 中 的 实 半径 伪 球 面 上 ( 即 在 单 叶 双 曲面 上 ) 的 儿 何 . 
证 明 这 种 几何 与 lo6asescknit 几何 完全 一 样 . 

我 们 计算 由 外 围 的 不 定 度量 在 虚 半径 伪 球 面 上 诱导 的 黎 曼 度量 . 做 法 类 似 于 
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正常 球面 ,在 空间 R; 中 引进 类 似 的 球面 坐标 ,在 平面 Y0Z 中 引进 极 坐标 (r,p) ,这 
里 p 是 与 y 轴 的 夹 角 . 此 外 再 引进 参数 9' 并 作 变 换 ; y = ash 0' cos 9i 
z=ash 0'sin p;x =ach 6 在 这 个 “ 伪 球面 "坐标 系 中 , 伪 球 面 的 方程 很 明显 地 可 写 
为 :a = 常数 . 

我 们 在 Poincaré 模型 上 的 坐标 w' ,ww 下 ,计算 伪 球 面 上 的 黎 曼 度量 . 利用 球 极 
射影 的 公式 并 代 人 到 R? 中 弧 长 微分 的 平方 表示 式 中 ,得 到 (验算 1) 
—(dx(w ,we)) + (dy(u' ,ee)) + (dz(u ,we))? 
4a'[ (du')* + (du )’] 
[@ -(w) (ww) 

因而 ,Poineare 模型 上 , 在 极 坐 标 下 (假设 a = 1) 这 个 度量 写 为 d? = 
4 人 从 这 个 表示 法 可 看 到 ,所 得 到 的 度量 是 共 形 的 . 就 是 说 , 它 比 欧 氏 度 
量 多 一 个 可 变 的 因子 A(7) =4(1 - 忆 ) ->. 现在 在 伪 球 面 坐标 下 ,重新 写 出 这 个 度 


量 . 为 此 ,按照 公式 r= eth pa = 作 变 换 ,把 (r,p) 变 为 新 的 参数 (Y,?). 直接 计 


算得 到 (验算 !) :ds* = 拆 * + sh xdp”. 这 个 度量 形式 完全 类 似 于 球面 在 坐标 (6,9) 
下 的 表示 法 ,而 仅仅 是 通常 的 三 角 函 数 在 这 里 换 成 为 双 曲 函 数 . 

我 们 来 找 出 参数 x 的 几何 意义 . 例如 ,考察 平面 X02, 在 此 平面 上 产生 诱导 的 
伪 欧 度量 ds? = - dx? +dz*. 伪 球 面 与 此 平面 交 于 双 曲 线 , 它 在 伪 球 面 坐 标 下 为 (a 
=1) =chb',z=shb' (图 1.31). 取 角 POS 的 欧 氏 值 作为 参数 8( 图 1.32) ;于 是 很 
明显 ,tang = thb'. 我 们 来 求 在 伪 欧 度量 中 双 曲 线 从 0 到 9 线段 的 长 . 得 到 


1= [ Vamo+ eod = 0 


图 1.31 图 1.32 
于 是 0' 与 伪 球 面 上 从 南极 5 到 变 点 P 的 “经 线 "长 相同 ,就 是 说 ,这 个 参数 完全 类 
似 于 球面 上 的 参数 8. 


现在 我 们 考察 伪 球 面 的 球 极 射影 . 为 简单 起 见 ,仍然 仅 考察 平面 X02, 因 为 在 
2 


平面 XOZ 绕 OX 轴 旋 转 时 ,所 有 的 计算 都 保持 不 变 . 因为 z= 二 和 ,那么 得 到 z= 


= FY -区 
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守 (因为 在 平面 XO0Z 上 ,六 =7). 因为 二 十 办 三 训 = 硬 6'( 因 9 = 于 ) ,那么 


[= 由 0, 由 此 z=eh( 多). 因此 就 证 明了 X = 于 是 我 们 得 到 Poincaré 模型 上 


的 黎 昌 度量 4 光 、 Ty 

我 们 指出 ， 和 ,而 这 个 度量 却 是 正定 的 . 于 是 ,在 伪 球 面 
上 诱导 出 正定 度量 的 情况 也 可 以 由 直观 的 几何 设想 中 看 出 . 为 简单 起 见 , 我 们 考虑 
平面 X02Z 对 伪 球 面 的 截 线 , 并 设 专 是 双 曲 线 在 点 己 的 速度 向 量 , 我 们 希望 证 实 其 
伪 欧 长 是 实 的 . 这 可 由 图 1. 33 推 得 ,从 图 中 看 出 ,向 量 # 位 于 光 锥 (顶点 在 P 点 ) 
的 外 面 . 

上 面 我 们 所 得 到 的 黎 曼 度量 称 为 
Jo6awesckrt# 度量 ( 可 以 在 欧 氏 单位 圆 上 研究 它 ). 
前 面 我 们 已 经 知道 了 给 定 在 单位 圆 上 的 另外 的 度 
量 : 欧 氏 度量 和 球面 度量 , 已 证 明了 它们 度量 是 不 
等 价 的 . 现在 我 们 证 明 Jo6aqeeckr 度量 也 不 等 价 
于 前 面 两 个 度量 中 的 任何 一 个 . 为 此 ,我 们 使 用 上 
面 用 过 的 方法 : 求 出 To6asesckrt 平面 上 圆周 的 长 
并 且 将 它 表示 为 半径 的 函数 (在 JIo6asuesckni 度量 图 1.33 
中 计算 六 设 圆周 的 中 心 为 0, 并 且 它 的 欧 氏 半径 等 


于 ,我 们 在 Jlo6asenaomh 度量 中 求 它 的 长 . 按 曲线 长 的 定义 ,得 到 X=2 [上 z= 


中 六, 即 e= 由 考 贺 周 长 1=2 上 2; = 加 =2mshx 着 x 充分 小 ,那么 可 近 


似 地 认为 !~2 该 , 即 得 到 在 欧 氏 度量 下 圆周 长 的 公式 . 我 们 用 (关于 坐标 变换 ) 不 
变量 的 术语 , 即 同样 用 /io6awesckmi 度量 下 计算 的 用 半径 表示 圆周 的 长 ,那么 上 面 
所 导出 的 贺 周 长 的 公式 关于 坐标 变换 是 不 变 的 ,因此 JIo6awesckmi 度量 与 前 面 两 
个 度量 中 任何 一 个 都 不 等 价 . 在 图 1.34 中 ,导出 了 球面 度量 和 伪 球 面 度量 的 对 昭 
表 . 

我 们 还 要 指出 上 面 列举 的 度量 的 两 个 有 用 的 表示 形式 一 一 所 谓 “ 复 数 形式 表 
示 法 ”. 

我 们 在 欧 氏 平面 上 引进 “复数 坐标 ",z =x +iy. 取 x 一 这 作为 去 把 (xy) 一 
(z,5) 看 作为 某 种 形式 的 变量 变换 . 这 时 Jacobi 行列 式 1 =2i 关 0, 所 以 变换 是 正则 
的 .因为 此 = +idy, 点 =dx -idy, 所 以 在 这 新 的 坐标 下 欧 氏 度量 具有 形式 :ds? = 
d +d = (dx+idy) . (dx -idy) =dzdz. 于 是 球面 度量 具有 形式 


A 
(1+x +7): (lL+ ls) 


i PIT 
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其 中 1zl? =z .z=x? + 六 = 完全 类 似 地 得 到 JIo6asesckmit 度量 的 复数 形式 :ds* = 


dc __ 
(1-1zl2) 


球面 伪 球 面 
ds? =d6 + sin’ dp* ds = dy +shiydp’ 
0<6<T 0sr<~ 
球面 展开 
本 国 国 
同和 


(1-7) 
/N 0<r<1 


0<p<2T 


图 1.34 


对 于 Jo6asesckt 度量 还 存在 一 个 在 上 半 平 面 有 效 的 表示 形式 . 我 们 再 考察 
具有 复数 坐标 w 的 一 个 平面 . 在 这 个 平面 上 用 不 等 式 Im(w) >0 分 划 出 上 半 平 面 ， 


这 里 w=w+ iy,v = im(w). 考察 由 公式 z= 到 二 (aibicvd 是 复数 , 且 满 足 


十 
ad -bc 天 0) 给 出 的 映射 R(w) 一 R*(z). 这 样 的 映射 称 为 线性 分 式 映 射 . 注意 , 若 
ad -bc =0, 则 这 个 映射 把 整个 平面 R*(w) 变 为 一 点 (验证 !). 


我 们 的 目的 是 找 这 样 的 映射 = 人 e+, 它 把 整个 的 上 半 平面 变 到 平面 :上 单 


cw+td 
位 圆 1z1 <1 的 内 部 . 同时 , 实 直 线 Im(w) =0 应 当 变 为 边界 圆周 1sl =1. 已 知 非 退 
化 的 线性 分 式 映射 ( 即 ad - bc0) 由 平面 w 上 不 共 线 的 任何 三 点 WW ,WW , 本 的 像 
唯一 地 确定 . 这 里 我 们 不 证 明 这 个 一 般 的 结论 . 于 是 ,我 们 找 出 这 样 的 映射 z = 


和 + 使 0»1,i-,0,1-i( 参 看 图 1.35). 解 所 得 到 的 关于 a,4,c,d 的 方程 组 得 到 


cw td’ 


:=1+ 地 ( 验算 1). 于 是 得 到 一 个 把 上 半 平 面 变 到 单位 圆 内 的 线性 分 式 变换 ( 这 样 


1-iw 


的 变换 有 许多 !). 
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图 1.35 
1+i Py 2 
变换 z= 并 二 岂 是 正则 的 .事实 上 ,把 变换 == | 岂 表 示 为 = -1 - 志 二 T 只 要 


meen A A 
量 , 旋 转 和 伸 长 的 复合 变换 . 把 映射 = = 二 表示 为 实 的 形式 ， 得 到 :x = 5 pe 
7 由 此 ,J= (we + 好 ) .结论 已 证 得 . 


进一步 ;我们 求 得 必 = Tai 在 表示 式 dr = 


Cl 本 中 进行 相应 的 


换 ,得 到 好 = -T= .ej 上 由 此 再 一 次 看 出 , 实 轴 的 点 (Poincané 绝对 形 
的 人 是 loderenun 平面 上 的 无 穷 运 点 .事实 上 ,着 我 们 起 计生 轴 Oo 上 内 点 1 到 
点 0 线段 的 长 ,那么 得 到 
= 二 | 委 = nw | 
2h vo 2 o 
我 们 来 说 明 ,Jio6awesckaat* 直 线 ”( 在 Poincaré 模型 中 ) 在 到 上 半 平面 的 映射 
下 变 为 怎样 的 曲线 ? 首先 解答 关于 权 国 儿 何 的 类 似 的 问题 提醒 一 下 ,我 们 把 球面 
5* 上 所 有 可 能 的 大 加 看 作为 这 个 儿 何 的 “直线 ”. 考察 5 到 平面 R 的 球 极 射 影 ， 
找 出 大 加 的 像 . 
引 理 4 大 加 在 球 极 射影 下 或 者 变 为 平 
而 上 的 图 周 ,或 者 变 为 直线 ,而 且 当 且 仅 当 大 
圆 经 过 球面 的 北极 时 才 变 为 直线 . 
证 明 首先 ,我 们 在 笛 卡 儿 坐 标 下 表示 
出 球 极 射影 . 设 *,y,z 是 球面 上 点 P 的 坐标 ， 
而 x',y' 是 它 在 平面 上 的 像 的 坐标 . 于 是 由 图 


1.36 得 到 关系 式 :x' =,y' = 在 半径 


SS In(0) a 
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为 1 的 球面 上 加 周 表示 为 两 个 方程 :| ar + by + = di + + =1|. 直接 计算 ， 
得 到 
这 个 二 阶 方程 在 平面 上 所 确定 的 或 是 直线 ,或 是 加 周 . 引 理 证 毕 , 

对 Jlo6avescxnt 平面 也 有 类 似 的 结论 

引 理 5， 非 退化 的 平面 到 自身 的 线性 分 式 变换 := 和 二, 将 直线 和 国 周 仍 变 
为 直线 和 四 周 ,而且 直线 可 能 变 为 加 周 ,加 周 也 可 能 变 为 直线 . 

证 明 车 。=0, 那 么 结论 是 明显 的 ,因为 变换 := 所 w+ 加 乃 是 乘 以 一 个 复数 


和 沿 一 个 向 量 的 平移 . 设 cx0, 于 是 z= 上 -4 如 , 即 只要 对 线性 分 式 变换 = 


& 


二 证 明 引 理 的 结论 即 可 . 我 们 考察 平面 z 上 任意 的 圆周 ,并 写 出 它 的 方程 1z -ao 全 


= , 即 (z -4)(z -局 ) =e*. 作 变换 := 汪 ,得 到 (变换 后 仍 将 w 写 成 = 一 译注 ) ， 
即 于 (er -mn 届 ) +so: + 态 : -1=0. 很 明显 ,这 方程 依赖 于 参数 e,a 的 选取 ,确定 的 
或 是 四周, 或 是 直线 . 引 理 得 证 . 

推论 1 ”考察 把 上 半 平 面 变 为 单位 圆 的 映射 = = | 在 此 坐标 变换 下 ， 


Poincaré 模型 的 “直线 ”, 即 垂直 于 绝对 形 的 圆 弧 , 或 变 为 w = 去 + 记 平 面 上 垂直 于 
实 轴 的 直线 ,或 变 为 垂直 于 实 轴 的 半圆 周 (参看 图 1. 37). 


图 1.37 


证 明 ”可 以 认为 映射 =! 二 地 在 w 平 面 上 处 处 有 定义 . 由 引 理 5, 这 个 映射 把 
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直线 或 变 为 直线 ,或 变 为 圆周 因为 变换 = = | 二 内 有 地 变换 :0 = 二 了 于 是 ， 
Poineare 模型 的 * 直 线 "或 变 为 w 平面 上 的 直线 ,或 变 为 w 平面 上 的 圆周 . 剩 下 的 就 
是 要 证 明 它 们 应 当 垂直 于 实 轴 ( 在 与 实 轴 相交 的 点 上 ). 这 将 由 下 面 的 引 理 6 得 
到 


引 理 6 任何 映射 w 平面 到 = 平面 的 非 退 化 的 线性 分 式 变换 = 到 ee 4 使 相 
交 的 光滑 曲线 在 相交 点 的 交角 保持 不 变 . 
证 明 在 新 坐标 w=w+iv 下 ,计算 出 欧 氏 度量 dz 点, 就 足以 证 明 . 直接 计算 指 
出 
a(dw)(cw+d) -c(dw)(aw+b) 
(aw+d) 


(4)= a (dw) D, 


(ds) (&) = 04 = (dw) (da). 于 是 我 们 的 映射 是 共 形 的 , 即 它 为 欧 氏 度量 乘 


以 一 个 正 的 因子 ,并 且 如 前 面 已 证 明 的 , 它 保持 光滑 曲线 间 的 交角 . 引 理 证 毕 . 

这 样 也 完全 证 明了 推论 1. 

注意 ,Jlo6axesckmx 平面 上 不 同 的 两 个 任意 点 ,那么 在 Jo6aqeacknt# 平面 中 它 
们 总 可 以 用 唯一 的 “直线 "连接 . 在 图 1.38 中 表明 了 这 条 “直线 "的 作法 . 当 两 点 所 
在 的 直线 垂直 于 实 轴 时 ,Jio6aseackrf 平面 的 “直线 ”与 这 条 直线 重合 . 我 们 求 出 从 


图 1.38 


点 中 到 P, 的 “直线 " 段 长 的 公式 (例如 ,在 上 半 平 面 实现 的 Jo6aseackatt 度量 
下 ). 利用 水 平 的 平移 ( 它 保持 /lo6avesekmit 度量 ds* = (dx? + d2)]P ) ,可 以 认为 
过 点 P 和 P, 的 “直线 "的 圆 的 中 心 位 于 0 点 “直线 "的 方程 为 r=m, 这 里 (r,p) 
是 极 坐标 . 设 点 局 和 P, 相应 地 由 坐标 (7 ,pg ) 和 (7,p,) 给 出 . 那么 从 点 P, 到 P， 
的 弧 长 为 (验算 !) : 


@” 式 中 加 括号 的 *(dn)" 表 示 微 分 一 译注 . 


二 
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1(Pi,P,) = 广 md = 三 as 


- st ln 
a Tosing ,sing 1 一 上 ww 
i 
-lmtp)(l -op) -in a 
2 (1-eosp:)(1+cosp) 多 
2 


no 
@ 原文 为 一 | 一 译注. 
全 
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拓扑 学 是 数学 的 一 个 分 支 , 它 研究 几何 对 象 在 “形变 "或 类 似 于 形变 的 变换 下 
不 变 的 性 质 ， 

最 初 的 拓扑 问题 发 生 在 数学 分 析 中 ,在 那里 遇 到 按 其 性 质 和 研究 方法 来 说 是 
相同 的 许多 概念 . 例如 ,收敛 和 极限 的 概念 在 数学 分 析 中 常 以 下 列 形式 出 现 : (1) 
序列 的 极限 ,(2) 一 元 函数 的 各 种 类 型 的 极限 ,(3) 多 元 函数 的 极限 ,(4) 向 量 值 
函数 的 极限 ,(5) 积分 和 的 收敛 性 . 所 有 这 些 极限 和 收敛 的 概念 ,是 以 共同 的 研究 
手段 为 基础 的 ,直观 上 我 们 把 这 些 方法 理解 为 某 个 集合 中 的 点 的 相互 接近 性 . 

不 同类 型 的 连续 性 概念 是 把 收敛 性 概念 与 它们 紧密 地 联系 起 来 的 ,这 是 发 展 
拓扑 的 另 一 个 重要 起 因 . 

一 般 拓扑 恰恰 是 研究 几何 的 空间 和 它们 的 变换 的 最 一 般 的 性 质 的 ,在 这 里 的 
变换 正 是 与 收敛 性 和 连续 性 相 联系 的 - 


2.1 度量 空间 和 拓扑 空间 的 定义 及 最 简单 性 质 


2.1.1 度量 空间 


我 们 考察 任意 抽象 的 集合 下 一 对 元 素 x,ye 针 的 非 负数 值 函 数 p(x,y) ,满足 
下 列 条 件 时 就 称 为 集合 无 的 度量 : 

1” 当 且 仅 当 * =y 时 ,p(x,7) =0( 恒 等 公理 ); 

2” p(x,y) =p(y,x) (对 称 公理 ); 

3 对 任何 三 个 元 素 *,y,zE ,总 成 立 


和 bs 
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p(x,y) <p(*,z) +p(z,y) (三 角 不 等 式 ). 

集合 X 与 定义 在 X 上 的 某 个 度量 p 一 起 称 为 度量 空间 ,集合 的 元 素 称 为 
点 .对 一 对 点 *,y e 卫 上 的 度量 值 p(x,y) 称 为 点 x 和 y 之 间 的 距离 . 

实数 集合 R' 是 度量 空间 的 例子 ,其 度量 由 等 式 p(x,y) = 1x 一 y1 给 出 . 类 似 
地 ,nn 维 向 量 空间 R", 具 有 度量 p(*,y) = Vx)) (x+7),x,y eR", 也 是 度量 空 
闻 . 

如 果 XX 是 具有 度量 p 的 度量 空间 ,而 了 是 X 的 某 个 子 集 ,那么 借助 于 同一 个 
度量 p 在 子 集 合 Y 上 的 限制 ,集合 Y 也 成 为 度量 空间 . 度量 空间 Y 称 为 度量 空间 
的 子 空间 . 

对 xe 久 ,满足 p(x,y) <e 的 所 有 点 yeX 的 集合 0.(*) 称 为 中 心 在 xeX, 半 
径 为 s 的 球 邻 域 . 

当 * 跑 饥 集合 7 ,而 y 跑 遍 集 合 时 , 数 p(x,y) 的 下 确 界 称 为 两 个 集合 7， 
包 CX 之 间 的 距离 , 记 为 p(Y,Y). 若 辣 和 具有 公共 点 ,那么 p(Y,Y,) =0， 

对 集合 YCX, 满 足 p(x,7) <e 的 所 有 点 x*eX 的 集合 0.(Y) 称 为 半径 为 s 的 
集合 了 的 球 邻 域 . 

使 p(*,Y) =0(YCX) 的 每 一 个 点 xs 克 都 称 为 集合 了 的 接触 点 ，_ 

集合 7 的 所 有 接触 点 的 集合 称 为 集合 7 的 闭 包 , 集 合 Y 的 闭 包 用 7} 表 示 . 

度量 空间 的 子 集 YCX, 若 它 的 闭 包 Y 与 了 相同 ,Y=Y, 则 称 Y 是 闭 集 . 

的 子 集 了 ,车 了 的 补 ( 余 集 )X\Y 是 闭 集 , 则 称 Y 是 开 集 . 

设 X 是 度量 空间 , 则 :任何 一 族 开 集 的 并 是 开 集 ; 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 
任何 一 族 闭 集 的 交 与 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 . 

在 前 面 的 论证 中 ,我 们 还 未 用 到 通常 称 为 三 角形 不 等 式 的 度量 性 质 3°. 我 们 
还 要 表述 建立 在 三 角形 不 等 式 基 础 上 的 度量 空间 的 几 个 结论 . 

1。 球 邻 域 0,(x) 是 开 集 ; 

2。 任何 集 了 的 内 部 Int 了 是 开 集 ; 

3。 任何 集 Y 的 闭 包 Y 是 闭 集 . 

在 度量 空间 的 许多 论证 中 , 仅 用 到 上 面 所 叙述 的 伯 质 . 所 以 ,可 以 扩大 空间 的 
种 类 ,对 这 些 空间 , 凡 涉 及 到 开 集 , 闭 集 ,内 点 和 接触 点 都 有 意义 . 


2.1.2 拓扑 空间 


集合 中 , 若 引 入 一 族 称 为 开 集 的 子 集 ,而 且 满足 下 面 的 条 件 : 

1。 集合 X 与 空 集 都 是 开 集 ; 

2° 任何 一 族 开 集 的 并 与 有 限 个 开 集 的 交 都 是 开 集 ， 

我 们 就 说 在 集合 六 上 给 出 了 拓扑. 

集合 XY 和 在 它 上 面 给 出 的 拓扑 称 为 拓扑 空间 ,集合 了 的 元 素 称 为 空间 XX 的 
点 . 开 集 的 补 ( 余 集 ) 称 为 闭 集 . 显然 ,在 任何 拓扑 空间 中 ,成 立 闭 集 的 对 侦 性 质 ;: 
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(1°)' 集合 XX 与 空 集 是 闭 集 . 

(2°)' 任何 一 族 闭 集 的 交 与 有 限 个 闭 集 的 并 都 是 闭 集 - 

度量 空间 X 上 的 一 族 开 集 给 出 了 站 上 某 个 拓扑 , 即 把 存 变 为 拓扑 空间 ， 

在 拓扑 空间 中 ,再 现 了 度量 空间 的 很 多 概念 . 我 们 称 任何 含有 点 x 的 开 集 为 拓 
扑 空间 XX 中 点 x 的 邻 域 . 包含 子 集 Y 的 开 集 称 为 集合 了 的 邻 域 . 若 点 x 的 每 一 个 邻 
域 与 集合 YCX 都 有 非 空 的 交 , 则 称 x 是 集合 7 的 接触 点 . 集合 Y 的 所 有 接触 点 的 
集合 称 为 集合 了 的 闭 包 , 并 用 了 表示 , 点 +eY 与 它 的 菜 个 邻 域 都 在 Y 中 , 则 称 * 是 
集合 Y 的 内 点 . 集合 Y 的 所 有 内 点 的 集合 称 为 集合 了 的 内 部 ,并 用 Int 了 表示 . 

集合 YCX 是 闭 集 ( 即 为 开 集 的 补 ( 余 集 ) ) 的 充 要 条 件 是 了 = 工 

拓 朴 空间 站 的 任何 集 了 的 闭 包 了 是 闭 集 , 即 荆 = 工 

例 1 考察 由 一 个 元 素 z 组 成 的 集合 盛 在 上 可 以 引信 唯一 的 拓扑 结构 , 它 
的 开 集 是 集合 Y 和 空 集 . 

例 2， 考 察 由 两 个 元 素 * 天 7 组 成 的 集合 . 在 这 个 集合 上 甚至 能 引进 几 个 不 
同 的 拓扑 结构 . 第 一 个 拓扑 结构 由 所 有 的 子 集 的 集合 | @@, |x*| ,17| ,X| 作为 开 集 
给 出 , 第 二 个 拓扑 结构 由 开 集 族 | @ ,| 给 出 . 最 后 ,还 可 以 给 出 第 三 个 拓扑 结构 ， 
取 | 儿 , |*| ,X| 作 为 它 的 开 集 族 . 这 是 在 同一 个 集合 XY 上 列举 的 完全 不 同 的 拓扑 
结构 , 它 给 出 了 三 个 不 同 的 拓扑 空间 . 

例 3 设 X 是 任何 集合 .在 X 上 引入 拓扑 结构 , 取 它 的 任何 子 集 作为 开 集 . 那 
么 任何 单个 点 的 子 集 都 是 开 集 ,也 就 是 说 ,作为 它 自己 的 点 的 并 的 任 一 子 集 也 是 开 
集 . 这 样 的 拓扑 称 为 离散 拓扑 . 

设 X 是 拓扑 空间 ,YCX 是 它 的 子 集 . 那么 ,在 Y 上 也 能 作出 拓扑 结构 ,方法 是 
取 所 有 的 集合 YriU 为 开 集 ,其 中 是 * 中 的 开 集 . 此 时 ,拓扑 空间 Y 称 为 拓扑 空 
间 久 的 子 空间 ,而 Y 中 的 拓扑 结构 称 为 诱导 拓扑 . 若 站 是 度量 空间 ,而 了 是 它 的 子 
空间 ,那么 的 拓扑 结构 的 给 出 与 下 面 的 做 法 次 序 无 关 : 度 量 先 在 了 上 作 限 制 , 再 
转化 为 拓扑 ,或 先 转化 为 拓扑 ,再 诱导 出 Y 上 的 拓扑 ， 

设 了 是 拓扑 空间 XX 中 的 子 集 . 若 Y = 不, 则 称 Y 为 稠密 集 ( 处 处 稠密 ). 

定理 1 若 7,Y, 是 空间 X 的 两 个 稠密 的 开 集 ,那么 它们 的 交 Y=Y,nY, 是 开 
集 并 且 在 XX 中 是 稠密 的 . 

证 明 设 xeX 是 任意 点 ,U 是 它 的 邻 域 因为 集合 已 是 稠密 的 , 所 以 
UNY, 关 儿 , 即 存在 点 ye UNY. 因为 UNY, 是 开 集 ,而 了 是 稠密 集 , 所 以 ny 
Nn, 即 wmnY 尖 纪 , 这 就 是 说 了 是 下 中 的 稠密 集 . 定理 证 毕 . 


2.1.3 ”连续 映射 


拓扑 空间 的 概念 可 以 如 此 方便 地 建立 ,使 得 连续 映射 的 定义 可 从 数学 分 析 中 
逐 字 逐 句 地 转移 过 来 . 
定义 1( Cauchy) f:X->7 为 拓扑 空间 的 映射 ,车 对 点 f(“%) s 了 的 任何 邻 域 


总 . 虑 
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VALwo)) ,存在 点 zo eX 的 这 样 的 邻 域 U(xo) 使 /U(xo))CV(F(xo)), 则 称 f 在 
点 xo EX 连续. 若 映射 /在 空间 站 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 f 为 连续 映射 

定理 2 ”映射 /:X-Y 连续 的 充分 必要 条 件 是 满足 下 面 两 个 等 价 条件 之 一 : 

1° 任何 开 集 的 原 像 是 开 集 . 

2” 任何 闭 集 的 原 像 是 闭 集 . 

证 明 因为 对 原 像 来 说 ,关系 式 广 (Y\4) = (4) 成 立 , 所 以 条 件 19 和 2" 
等 价 . 设 / 是 连续 映射 ,YCY 是 开 集 . 我 们 证 明 它 的 原 像 /"'(V) 是 开 集 . 假定 x e 
/1(V) , 则 A(x) eV, 即 V 是 点 f(x*) 的 邻 域 . 于 是 按照 连续 映射 /的 定义 ,存在 这 样 
的 点 * 的 邻 域 U, 使 AU) CV, 即 UCf"'(V) ,这 就 是 说 集合 f"'(V) 是 开 集 : 

反 过 来 ,假设 条 件 1° 是 满足 的 . 车 Vaf(*) 是 点 f( 有 6) 的 邻 域 , 则 U= 
让 "(VV) ax 是 点 加 的 邻 域 ,而 且 /VU) =/(/"'(V)) =YC 于 是 是 连续 映射 . 定 
理 证 毕 . 

定理 2 的 条 件 1° 和 2° 在 验证 拓扑 空间 的 连续 映射 时 是 方便 的 . 例如 : 若 广 X 一 
Y 和 g:Y-*Z 是 拓扑 空间 的 连续 映射 , 则 复合 映射 gf:X-*2 也 是 连续 的 . 

设 拓扑 空间 于 表示 为 自己 的 两 个 闭 子 集 的 并 闭 = FU ,f:X*Y 是 拓扑 空间 
六 到 拓扑 空间 Y 的 映射 . 映射 /连续 的 充 要 条 件 是 /在 子 集 局 和 上 的 限制 
:Fi 一 Yf1F, :FY 是 连续 的 ， 

我 们 考察 拓扑 空间 多 到 拓扑 空间 Y 的 连续 映射 :XY 若是 双方 单 值 的 ， 
而 逆 映 射 , 广 :也 是 连续 的 , 则 映射 / 称 为 同 胚 . 同时 ,拓扑 空间 和 了 称 为 同 胚 的 拓 
扑 空间 . 在 同 胚 下 ,不 仅 建立 了 拓扑 空间 苞 和 工 的 点 之 间 的 双方 单 值 的 对 应 ,而且 
建立 了 拓扑 结构 本 身 之 间 一 对 一 的 对 应 . 就 是 说 ,建立 了 开 集 族 之 间 的 对 应 和 建立 
了 闭 集 族 之 间 的 对 应 - 

例 4 连续 函数 , 即 拓扑 空间 工 到 实数 空间 R' 的 连续 映射 ,是 连续 映射 的 重 
要 的 特殊 情形 .是 连续 函数 的 条 件 可 以 用 如 下 的 方式 叙述 :对 任何 点 xo。e 说 和 任 
何 e>0, 存 在 点 xo 的 邻 域 U, 使 得 当 y e U 时 ,不 等 式 If(x。) -f(y)1 <s 成 立 . 对 
拓扑 空间 上 的 函数 ,可 以 定义 连续 函数 序列 的 均匀 极限 . 

如 果 对 任意 a >0, 存 在 自然 数 N, 使 得 对 mn > W, 对 所 有 的 * E 开 ,不 等 式 | 由 (x) 
-人 xz)1<e 成 立 , 则 函数 7 称 为 连续 函 教 序列 此 | 的 均匀 极限 . 

像 一 元 实 变 函数 的 情形 一 样 ,下 面 的 结论 是 正确 的 ， 

若 f= limf,, 并 且 在 拓扑 空间 于 上 的 连续 通 数 序列 1/,| 收 化 于 是 均匀 的 , 则 
函数 /也 是 连续 的 . 

例 5 设 /:X—Y 是 度量 空间 的 连续 映射 ,pi ,p, 分 别 为 空间 X,Y 上 的 度量 . 那 
么 映射 了 连续 性 的 条 件 可 用 下 面 方式 叙述 :对 任何 xo E 于 和 串 >0, 存 在 这 样 的 5> 
0, 从 不 等 式 pi(x,xo) <86 可 得 到 不 等 式 pa(f(x) 7 如 )) <0. 

把 数列 收敛 性 概念 推广 到 度量 空间 也 是 有 效 的 . 车 imp(xo,x,) =0, 则 说 点 列 
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|| 收 化 于 点 ,limx, =x. 空间 和 映射 的 许多 性 质 可 用 度量 空间 的 收敛 序列 的 
请 言 来 叙述 . 举例 说 , 若 对 任何 收敛 点 列 | xi 上 | CY, 其 极限 6 = limx, 也 属于 集合 了， 
则 集合 YCX 是 闭 集 . 还 有 ,度量 空间 映射 :XY 的 连续 性 条 件 Heine 叙述 为 ; 

定义 2(Heine) 若 由 等 式 zm = limx, 可 得 到 等 式 limf(x,) =/(x) 时 , 则 称 映 
射 / 在 点 连续 . 

例 6 考察 两 个 拓扑 空间 和 了, 构造 新 的 拓扑 空间 XxY. 集合 XxY 是 所 有 
形 为 (x,y) 的 配对 的 集合 ,其 中 xeX,yeY, 称 XxY 为 集合 六 和 Y 的 笛 卡 儿 乘积 . 
现在 来 定义 六 xY 中 的 拓扑 . 车 UCX xY 表示 为 并 U= 中 (VxW。), 其 中 VC 

W。CY 是 开 集 , 则 称 集合 U 为 开 集 . 验证 开 集 的 性 质 是 容易 的 . 集合 XxY 和 上 
面 所 定义 的 拓扑 结构 一 起 称 为 拓扑 空间 和 Y 的 笠 卡 儿 乘积 . 同时 ,拓扑 空间 
和 六 称 为 箔 卡 儿 乘积 XxY 的 因子 . 

设 Z, 训 和 XX 是 拓扑 空间 . 对 任何 两 个 映射 :让 :2 一 和 和 所 :2 一 入 ,映射 让: 
ZX x 和 h ,F(z) = (fi(z) 局 (z)) 是 连续 的 充 要 条 件 是 矿 和 万 是 连续 的 . 

例 7 设 X 和 Y 是 度量 空间 , 则 笛 卡 儿 乘 积 XxY 容 有 与 笠 卡 儿 乘 积 的 拓扑 相 
一 致 的 度量 , 设 pi ,p; 分 别 是 空间 X 和 Y 的 度量 . 在 笛 卡 儿 乘积 XxY 上 定义 度量 
p, 

p(t,71) (x2,73)) =max lpi (x1,x3) ,p(y ,73) | L221) 

另外 的 在 笛 卡 儿 乘积 上 给 出 度量 的 方法 ,是 将 笛 卡 儿 乘积 的 因子 克 与 了 与 平 
面 坐标 轴 进 行 类 比 , 度量 按照 下 面 公式 给 出 

p(x157) ,2172)) = YPpi(x1 sm) +p2a(y1 ys)™ (2.2) 
为 了 证 明度 量 (2.2) 给 出 的 拓扑 与 度量 (2. 1) 给 出 的 拓扑 一 致 ,只 要 找到 两 个 常数 
CI >0 和 C， >0, 使 
CpG((x yza) 7) 三 DC(xziyi) (x ,72)) 
Cp( (v4,71), (x2,7;)) 
成 立 就 可 以 了 ， 
2.1.4 商 拓扑 


设 站 为 拓扑 空间 ,Y 为 菜 个 集合 ,f:X-*Y 为 X 到 Y 上 的 映射 .车 /满足 ;对 Y 的 
子 集 以 , 当 且 仅 当 广 '(U) 作 为 天 的 子 空间 是 开 集 时 ,V 为 了 的 开 集 . 则 映射 了 给 出 
了 集合 了 上 上 的 商 拓扑 

例 8 设 X 是 闭 区 间 [0,2w],Y 是 单位 贺 周 x*+y =1. 定义 映射 /:XxY,f/(1) 
= (eos t,sin 1). 此 时 ,由 及" 诱导 的 贺 周 上 的 拓扑 与 由 映射 /给 出 的 商 拓 扑 一 致 

例 9 设 R 是 拓扑 空间 上 的 等 价 关系 ,X/R 是 所 有 等 价 类 的 集合 ,并 且 /: 
>X/R 是 将 半 中 每 一 点 对 应 于 它 的 等 价 类 的 自然 映射 . 那么 ,在 XAR 上 就 引入 了 
由 此 映射 给 出 的 商 拓扑 . 这 样 的 拓扑 空间 X/R 称 为 空间 按照 模 R 的 商 空 间 . 例 


i | 
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如 , 设 X=RR 是 实 直线 ,R 是 等 价 关 系 :“x 三 ymodR( 当 且 仅 当 *-y 是 整数 ) "此 时 
商 空间 与 圆周 同 胚 . 

例 10 设 X 是 平面 R*Y 上 的 正方 形 4BCD. 那么 ,站 是 具有 由 有" 诱导 的 拓扑 的 
拓扑 空间 , 我 们 引入 下 面 等 价 关系 R,; 

RR 一 一 线段 4B 和 DC 上 与 平行 于 4D 的 直线 的 交点 视 为 同一 点 ; 

RR, 一 一 线段 4B 和 CD 上 ,与 过 正方 形 中 心 的 直线 的 交点 视 为 同一 点 ; 

RR 一 一 线段 48B 和 DC 上 的 点 按 关系 Ri 视 为 同一 点 ,而 线段 BC 和 AB 上 与 平 
行 于 48 的 直线 的 交点 视 为 同一 点 ; 

有 ,一 一 线段 48 和 CD 上 的 点 按 关系 R, 视 为 同一 点 ,而 线段 BC 和 4D 上 与 平 
行 于 45 的 直线 的 交点 视 为 同一 点 ; 

及 一 一 线段 48 和 CD 上 的 点 按 关系 R, 视 为 同一 点 ,而 BC 和 DA 上 与 交 于 正 
方形 中 心 的 同一 直线 的 交点 视 为 同一 点 . 

那么 ,XAR 是 环 ,X/R, 是 Mibius 带 ,X/R, 是 二 维 环 面 ,X/R, 是 Klein 瓶 ， 
X/R; 是 射影 平面 . 


习 题 
， 举 出 有 限 集合 上 的 度量 的 例子 ,要 求 此 度量 不 是 从 它 在 欧 氏 空间 的 任何 嵌入 中 诱导 出 


来 的 . 

证 明 :直线 上 的 有 限 集 是 闭 集 . 

证 明 ;p(x,Y) =p(z, 刀 . 

证 明 :函数 /(x) =p(x,Y) 对 任何 子 集 了 是 连续 的 . 

证 明 :有 限 集合 上 的 任何 度量 在 它 上 面 诱导 出 离散 拓扑 

证 明 : 区 间 , 半 区 间 , 实 直线 上 的 线段 两 两 不 同 胜 - 

证 明 :在 度量 空间 XX 的 简 卡 儿 平 方 YxX 上 ,度量 p(x,y) 是 连续 函数 . 
证 明 : 集 合 X 表 示 为 两 个 闭 集 之 其 的 充 要 条 件 为 (X\X) 是 闭 集 . 

证 明 ; 在 连续 映射 下 ,稠密 子 集 的 像 在 像 集中 是 稠密 的 . 


2.2 连通 性 分 离 公 理 


间 


2.2.1 连通 性 


考察 拓扑 空间 X 中 两 点 *,y EX* 和 单位 区 间 的 连续 映射 7: [0,1] 一 X, 其 中 
7Y(0) =x,y(1) =y. 那么 , 称 y 是 连接 点 x 和 y 的 曲线 . 如 果 拓扑 空间 X 中 的 任何 
两 点 都 可 用 曲线 连接 , 则 称 拓扑 空间 天 是 道路 连通 的 . 这 时 ,空间 不 能 分 为 两 个 非 
空 的 既 开 又 闭 不 相交 的 集合 的 并 . 这 个 事实 可 由 单位 区 介 就 具有 这 个 性 质 得 到 , 事 
实 上 ,如 果 区 间 [a,6] 是 两 个 非 空 既 开 又 闭 不 相交 和 集 的 并 , 即 

[a,b] =AUB. 
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不 失 一 般 性 ,假设 ae 4. 那么 由 于 4 是 开 集 ,存在 这 样 的 e>0, 使 半 开 区 间 
[e,a+e)C4, 对 满足 [aa+e) C4 的 所 有 a, 取 so =sup|s|. 那么 对 任何 s < so， 
有 [a,a+s+(so -8)/2] Ch, 即 a+ee4. 由 于 4 是 闭 集 ,于 是 a+soeh. 因 为 A 
同时 为 开 集 ,因此 so 与 某 一 邻 域 包含 于 4 中 . 对 eo 来 说 ,唯一 的 可 能 性 仅 是 等 式 
ar+eo =b 成 立 . 否则 so 就 不 等 于 sup1e1. 于 是 ,[a,4b] =4, 即 8B= 分, 这 与 假设 矛 


盾 . 

一 般 , 拓 扑 空间 ,如 果 不 能 分 解 为 两 个 非 空 既 开 又 闭 的 子 集 时 , 则 称 X 是 连 
通 的 . 

定理 1 设 X= UJ, 每 一 个 .是 连通 的 ,并 且 交 和 集 门 X。 不 空 , 则 空间 X 是 
连通 的 . 

证 明 ”假定 相反 的 情况 成 立 , 即 六 =AUB,AMB= 名 ,集合 4 和 8 是 非 空 开 
集 , 那么 有 .=(X。M4) U(X。nB) ,这 里 XNA4 和 XB 在 X。 中 是 开 集 .但 因 
集合 .是 连通 的 ,所 以 或 者 X。 M4 = 名 ,或 者 XB = 纪 . 就 是 说 每 一 个 集合 
或 者 整个 在 4 中 ,或 者 整个 在 B 中 . 其 次 ,因为 集合 4 和 8 不 是 空 集 , 于 是 有 点 a e 
4,be 忆 设 aeX。 ,那么 有 XCh. 设 beX ,那么 有 CB. 就 有 XX = 纪 ， 
这 与 定理 的 条 件 相 矛 盾 . 定理 证 毕 . 

定理 2 在 连续 映射 下 ,连通 空间 的 像 是 连通 的 . 

证 明 设 /:X->Y=f(X) 是 连续 映射 . 所 以 , 若 了 不 是 连通 空间 , 则 了 = 4UB， 
4nB= 纪 ,4,8 是 开 集 且 不 是 空 集 . 于 是 对 = 广 :(Y) = 广 :(4) U 广 (B) ,集合 
J 广 !(4) "(8B8) 是 非 空 开 集 ,而 且 是 不 相交 的 . 定理 证 毕 . 

例 1 由 定理 2 得 到 ,所 有 定义 在 实 直 线 的 闭 区 间 [a,56] 上 的 连续 实 函数 
y=f(x) ,可 以 取 到 中 间 的 值 . 车 某 个 中 间 的 值 mn 不 被 函数 六 取 到 ,那么 像 集 
信 [a,5] ) 就 分 为 两 个 非 空 开 集 的 并 ,一 个 集合 中 的 点 小 于 yo ,而 另 一 个 集合 中 的 
点 大 于 yo, 这 与 定理 2 相 矛 盾 . 

存在 连通 拓扑 空间 ,但 不 是 道路 连通 的 例子 ， 

例 2 设 XX 是 函数 y=/(x) =sin(1/x) 图 形 的 闭 包 , 它 是 二 维 欧 氏 空间 R 中 
的 集合 (图 2. 1), R? 的 度量 取经 典 的 度量 , 即 在 R* 中 连接 点 对 的 线段 的 长 度 . 那 
么 ,集合 X 由 函数 y=sin(1/x) 的 图 形 和 铅 
垂 线 段 刀 =1(x,y):z=0, -1<y<1| 的 
并 组 成 . 函数 了 的 图 形 分 成 两 个 子 集 ,每 一 
个 子 集 都 同 胚 于 一 个 区 间 : 了 = | (x,y):0 = 
<xr<m,y=f(x)| ,T= 1(%,7): ~ < 
<0,y=f(x)|, 所 以 ,车 X=AUB,ANMB= 
名 ,4,8 是 非 空 开 集 ,那么 子 集 ,TT;,T， 

中 每 一 个 都 全 部 在 4 中 ,或 全 部 在 8 中 . 设 图 2.1 
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TCB. 容易 证 明 T 的 任何 邻 域 既 与 夏 相交 ,也 与 T 相交 , 就 是 说 ， 
TCB,T 帮 CB. 即 4= 信 ,这 与 假设 矛盾 . 于 是 ,X 是 连通 空间 . 

现在 证 明 ,X 不 是 道路 连通 的 . 考察 X 中 两 点 :P=( -1/w,0) 和 Q=(1/n， 
0), 假设 存在 连续 映射 J:[0,1] 一 X,f(0) =P,f(1) =Q. 映射 由 两 个 连续 的 数值 
函数 给 出 :f(z) =(x(1) ,7(z) ) ,在 x(t) 0 时 ,y(t) =sin(1/x(1)). 因为 x(0) = 
一 1/m, 所 以 对 满足 x(t) =0 的 那些 上: 的 下 确 界 严格 地 大 于 0,to。 >0. 于 是 ,在 区 
间 [0,t) 上 满足 条 件 :x(1) <0,y(1) =sin(1/x(1+) ). 因 x(t) 是 连续 函数 ,并 且 存 在 
序列 4 学 frt ,这 里 zx(4) =0, 那 么 x(5) =limx(1) =0. 但 此 时 当 4mo -0 时 ， 
函数 sin( 1/x(1) ) 的 极限 不 存在 ,因而 ,函数 y(+) 不 是 连续 的 . 于 是 ,空间 X 不 是 道 
路 连通 空间 ， 
2.2.2 分 离 公 理 

区 为 拓扑 空间 , 若 对 任何 两 点 *,yeX,x 关 y, 存 在 不 相交 的 邻 域 U(x) ,U(y) ， 
U(x) mU(y) = 纪 , 则 称 夺 为 Hausdorff 空间 . 在 Hausdorff 空间 中 ,每 一 点 x*eX 是 
闭 集 . 实际 上 , 若 y 关 *, 则 存在 y 的 邻 域 U(y), 它 不 包含 x. 于 是 集合 XX\|x| = 
局 wy) 是 开 集 ,而 它 的 补 ( 余 集 ) 由 一 点 组 成 ,并 且 是 闭 集 . 

离散 拓扑 空间 是 Hausdorff 空间 . 事实 上 ,每 一 点 xs 硅 是 开 集 ,就 是 说 , 若 * 天 
7, 则 邻 域 1x| 和 邻 域 1y| 是 不 相交 的 ， 

设 半 和 了 都 是 Hausdorff 拓扑 空间 , 则 它们 的 笠 卡 儿 乘积 ,连通 和 及 不 连通 和 
都 是 Hausdorff 拓扑 空间 . 

所 有 的 度量 空间 都 是 Hausdorff 空间 . 此 外 ,度量 空间 的 两 个 不 相交 的 闭 集 F 
和 友 , 存 在 它们 的 不 相交 的 两 个 邻 域 UF ,UF 

事实 上 , 设 广 是 度量 空间 ,度量 为 p,F， 和 下, 是 不 相交 的 闭 集 . 设 +e Fi,s(*) 


=p(*; 且 ), 令 册 = 以 0ww(x), 类 似 地 ,定义 开 集 忆 = Out (7) ,其 中 


1(y) = 计 9(Y,F), 从 而 得 到 集合 Fi 和 Fs 的 邻 域 我 们 证 明 集合 Ui 和 是 不 
相交 的 . 假定 它们 相交 ,就 是 说 存在 点 ze Ui NU 那么 存在 点 +e Pi 和 ye Ff, 有 < 
e044 (9) ,ze Os (7)， 即 P(z:z) < 于 p(z, 户 ),p(7,z) < 十 p(y,F1). 特别 ,有 


p(x,z) < 证 p(x1y) ,p(ysz) < 证 p(y14). 将 后 面 的 两 个 不 等 式 相 加 ,得 到 p(x,z) + 
P(y,z) < 和 p(xvy) ,这 与 三 角 不 等 式 相 矛 盾 


设 有 拓扑 空间 X 的 开 集 族 | U。| , 若 工 = U UV ; 则 称 | U1 为 开 覆 盖 . 在 研究 拓 
扑 空间 时 ,“ 覆 盖 ” 是 一 个 合适 的 概念 . 例如 ,车 在 每 一 个 以 中 给 出 了 连续 函数 帮 ， 
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而 在 每 一 个 交 U。 NUs 上 ,函数 /, 和 所 是 相间 的 , 则 在 空间 了 上 存在 一 个 连续 函数 
外 它 在 每 一 个 开 集 U。 中 与 /相同 . 

设 1U,1 和 1Vs| 是 拓扑 空间 的 两 个 开 覆 盖 . 若 每 一 个 开 集 V 都 在 某 个 开 集 
Us,a=a(B) 之 中 , 则 称 覆 盖 1 Vs| 是 覆盖 | U。| 的 加 细 , 或 说 覆盖 | V,| 更 细 于 覆盖 
网民 

定理 3 设 光 是 度量 拓扑 空间 , | |*., 是 有 限 开 柳 盖 则 存在 更 细 的 烤 盖 
I 而且 V, CU,. 

证 明 在 定理 3 中 所 断定 的 不 单 是 存在 更 细 的 覆盖 ,而 是 在 该 覆盖 中 的 元 素 
仍 以 指标 e 编号 ,并 且 集合 的 包含 是 对 同一 个 指标 值 a 进行 的 . 我 们 考察 在 内 中 


四 四 
不 相交 的 闭 集 X\ LU。 和 XX\U. 于 是 存在 分 域 ,使 和 UU。CVcV co. 邦 
么 集合 系 [m ,U0,,…, Un| 覆盖 空间 蕊 从 而 ,可 以 找到 集合 VC, 而 且 集合 系 
,Wy,V3,… ,Us| 也 覆盖 空间 X. 依次 地 用 集合 VCYCU 代替 U, 在 入 次 后 ， 
得 到 所 要 求 的 覆盖 | V,，… ,Vy|. 
习 题 

证明; 若 从 R"(n>2) 中 删 去 有 限 ( 或 可 数 ) 个 点 , 留 下 的 空间 仍然 是 连通 的 
.证 明 :车 从 R" 中 删 去 维 数 小 于 n -1 的 有 限 个 子 空间 , 则 留 下 的 空间 仍 是 连通 的 . 
. 计算 用 有 限 多 条 直线 把 R* 最 多 能 分 成 多 少 个 连通 分 支 ,最 少 能 分 成 多 少 个 连通 分 支 9 
。 设 /:X-X 是 Hausdorff 空间 的 连续 映射. 证 明 不 动 点 ( 即 抱 z) =x) 的 集合 是 闭 集 ， 
.证 明 空间 六 是 Hausdorf 空间 的 充 要 条 件 为 :对 角 线 4= |(z,y)1z=y|l CXxX 在 Xx 六 
中 是 闭 集 

6. 证 明 : 映 人 Hausdorff 空间 了 的 映射 户 Y- ,是 连续 的 充 要 条 件 为 ;图形 [= |(*v/(z) )， 
*EXI CXxY 在 六 xY 中 是 闭 集 . 


2%3 紧 致 空间 


在 这 一 节 中 我 们 研究 紧 致 性 ,这 是 拓扑 空间 的 重要 性 质 之 一 . 这 个 性 质 ,特别 
是 在 研究 实数 和 连续 函数 时 ,是 基本 的 性 质 . 


2.3.1 紧 致 空间 


定义 1 设 工 为 Hausdorf 空间 , 若 每 一 个 开 柳 盖 | LU。 上 都 具有 复 盖 不 的 有 限 部 
分 10 全 则 称 开 是 紧 至 的. 

可 以 只 要 求 存在 更 细 的 有 限 覆 盖 ， 

注 最 初 ,这 样 的 空间 称 为 列 紧 的 ,而 列 紧 的 度量 空间 称 为 紧 致 空间 . 但 是 近 
来 的 文献 中 喜欢 简单 地 称 列 紧 空间 为 紧 致 空间 . 我 们 将 采用 后 来 的 术语 . 


和 
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例 1 实数 轴 上 的 有 限 区 间 [a,5] 是 紧 致 空间 . 实际 上 , 若 |U, | 是 区 间 [a,b] 
的 开 覆 盖 , 那 么 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 覆盖 的 每 一 个 元 素 以 是 区 间 (c。,d,) ( 除 两 
个 半 开 区 间 [a,a') 和 (5',6] 外 ). 设 数 xe[a,b] ,能 使 区 间 [a,z] 被 有 限 个 以 所 
覆盖 ,我 们 考察 所 有 这 样 的 数 * 的 集合 已 那么 ,车 x*eP,y <x, 则 y 也 属于 P. 因为 
4 属于 覆盖 的 元 素 [a,a') ,a' >a, 则 组 成 集合 P 的 元 素 多 于 一 个 点 a. 设 mm 是 集合 
PP 的 上 确 界 ,xo。 >a. 若 加 <6, 则 各 在 某 个 区 间 Us = (cs ,ds) 中 , 即 cs < < di 
设 y,z 是 满足 cs <y<xo <z<d。 的 数 , 则 yeP, 也 就 是 说 有 限 个 集合 Us 覆盖 了 区 
间 [a,y] ,所 以 区 间 [a,z] 也 被 有 限 个 集合 Us 所 覆盖 . 于 是 ,xo 不 是 集合 P 的 上 确 
界 , 这 样 , 便 有 zx。=6b. 这 时 b'<xo=b. 车 "<y<zo, 则 yeP, 而 且 区 间 [a,y] 仍 被 
有 限 个 集合 Us 所 覆盖 ,而 与 (4',b] 一 起 ,整个 区 间 [a,6] 被 有 限 个 集合 0 所 种 
盖 ， 


2.3.2 紧 政 空间 的 性 质 
定理 1 设 PCX 是 Hausdorff 拓扑 空间 半 的 紧 致 子 空间 , 则 下 在 空间 六 中 是 


闭 集 ， 
证 明 设 * 是 空间 X 的 不 属于 FF 的 任意 点 , 由 于 下 是 Hausdorff 空间 ,对 点 y 
es 下 ,存在 不 相交 的 邻 域 U，3y 和 VV, ax 则 族 | U, | 覆盖 集合 ,而 由 于 它 的 紧 致 
性 ,存在 有 限 族 | U,,1X., 覆 盖 已 那么 并 以 ,包含 集合 ,并 且 与 交 门 入 不 相交 . 
于 是 点 * 有 与 集合 下 不 相交 的 邻 域 ,这 就 是 说 集合 是 闭 集 . 定理 证 毕 . 

定理 2 设 /:X-Y 是 紧 臻 空间 到 空间 了 的 连续 映射 , 则 像 /(x) 是 紧 致 空 
间 . 

证 明 设 |U| 是 集合 f(x) 的 开 炸 盖 . 那么 族 |f"'( U,)| 是 紧 致 空间 X 的 开 材 
盖 . 于 是 , 某 个 有 限 族 | 广 "(VU。,)1X., 覆 盖 了 空间 这 时 族 |U, 1, 覆盖 了 像 /XX). 
定理 证 毕 . 

由 定理 1 和 定理 2 得 出 数学 分 析 教程 中 已 经 知道 的 , 紧 致 空间 上 连续 函数 的 


下 列 性 质 . 
定理 3 设 太 《一 R' 是 紧 致 空间 半 上 的 连续 函数 , 则 函数 /是 有 界 的 ,并 且 取 


到 最 大 值 和 最 小 值 

证 明 按照 定理 2, 像 信 X) 是 R' 中 的 紧 致 子 空间 ,而 按照 定理 1, 像 /(X) 是 
闭 集 . 假如 像 (X) 不 是 有 界 的 ,那么 区 间 族 ,= ( - n,n) 覆盖/(X) ,并 从 中 不 可 
能 分 出 有 限 子 种 盖 . 假设 4=supi(x) 1 ,B=inf|/(x)|. 那么 ,4 和 8 都 是 帮 X) 的 


接触 点 . 因为 集合 A(X) 是 闭 的 ,所 以 4,Bef(). 定理 证 毕 . 
2.3.3 紧 致 的 度量 空间 
对 度量 空间 来 讲 , 紧 致 的 性 质 可 以 用 分 析 中 所 熟悉 的 术语 来 叙述 . 
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定理 4 ， 设 站 是 度量 空间 . 空间 X 是 紧 致 的 充 要 条 件 为 满足 下 列 等 价 的 性 质 
之 一; 

1。 任何 序列 1x, 1 有 收敛 子 序列 

2。 任何 非 空 的 闭 子 集 套 序列 | F,| ,FF,,1, 有 非 空 的 交 . 

作为 定理 4 的 推论 ,我 们 导出 实数 的 基本 性 质 : 实 直 线 上 的 闭 线 长 套 有 公 
共 点 . 


2.3.4 在 紧 致 空间 上 的 运算 


如 果 Hausdorff 空间 是 它 自己 的 有 限 个 紧 致 子 空间 的 并 , 则 是 紧 致 空间. 

定理 5 紧 致 度量 空间 X 和 Y 的 笛 卡 儿 乘积 XxY 是 紧 致 空间 . 

注 实际 上 ,按照 定理 4, 我 们 考察 序列 |z,1 ,z, = (x,,y,). 因为 X 是 紧 致 空 
间 , 那 么 存在 收敛 子 序列 xs 上 , 而 由 于 空间 了 的 紧 致 性 ,从 序列 1y,,| 中 分 出 收敛 
子 序 列 1y。 i. 于 是 , 子 序列 |z。 | 也 收敛 ， 

习 是 
1. 证 明 有 限 个 紧 致 空间 的 并 是 紧 致 的 . 
2. 证 明 ; 若 站 是 非 紧 致 的 度量 空间 , 则 在 此 空间 上 存在 连续 而 非 有 界 的 函数 ， 


3， 证 明 紧 致 的 度量 空间 有 可 数 个 稠密 的 子 空间 . 
4 证明; 在 紧 致 的 度量 空间 中 , 若 两 个 闭 集 4 和 BB 不 相交 , 则 p(4,B8) >0. 
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在 这 一 节 中 ,我 们 引出 一 些 定理 ,使 得 在 相当 弱 的 假定 下 ,也 像 一 元 实 变 函 数 
那样 进行 连续 函数 的 分 析 . 如 早先 已 指出 的 那样 ,拓扑 空间 上 的 连续 函数 在 许多 方 
面 也 像 一 元 实 变 函数 一 样 . 两 个 连续 函数 的 和 J+&, 乘 积 矿 . g 以 及 在 5 天 0 时 的 比 
/Vg ,它们 都 是 连续 函数 . 在 拓扑 空间 X 上 的 连续 函数 类 中 可 以 求 极限 , 设 有 函数 序 
列 太 ,车 对 任意 >0, 存 在 这 样 的 指标 N, 使 当 n >N 时 ,对 任何 点 xs 大 满足 不 等 
式 IKx) - 矿 (x) | <s, 则 称 乒 均匀 收敛 于 函数 天 

定理 1 在 拓扑 空间 蕊 上 的 连续 函数 序列 的 均匀 极限 是 连续 函数 . 

证 明 设 所 xz) = imA(2). 我 们 证 明 函数 /是 连续 的 . 固定 数 > 0 和 点 me 
,那么 可 以 找到 这 样 的 指标 数 ,使 得 对 任何 点 xe 关 ,满足 不 等 式 |f(x) -f(x)1 
<e/3. 因为 函数 /连续 , 则 存在 邻 域 0(x0) ,使 当 xe 0(x。) 时 ,满足 不 等 式 |f.(x) 
-f(x0)1<s/3, 于 是 ,在 xe0(xo) 时 ,有 

A(x) =-flxo) 1 < f(x) -f(x) 1 + f(x) -f(x0)1+ 
f(x0) -f(x0)| <e/3 +E/3+8/3=8. 
定理 证 毕 . 


i 率 § 
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2.4.1 函数 的 可 分 离 性 


若 ,是 拓扑 空间 X 中 的 两 个 不 相交 的 闭 集 ,那么 为 了 作出 集合 所 和 到 

的 不 相交 的 邻 域 ,在 空间 X 上 只 要 作出 这 样 的 连续 函数 / 即 可 : 设 a>， 
>a, 当 xeF,, 
2 

这 时 ,可 以 选取 区 间 (c,w ) ,( -wm ,c)(b<c<a) 的 原 像 /"'((c,%)),f"'(( 一 %， 
5) ) 分 别 作为 集合 F， 和 到 的 邻 域 . 在 某 种 意义 下 ,其 相反 的 论断 也 是 正确 的 . 

定理 2(ypptco( Urysohn) 引 理 ) 设 X 是 正规 拓扑 空间 ,所 ,下 ,是 两 个 不 相交 
的 闭 集 , 则 存在 连续 函数 :XX-*[0,1] ,使 /ls,=0,f1ls, =1. 

证 明 作出 这 样 的 一 系列 开 集 ,用 所 有 的 二 进位 有 理 数 r(0<r<1) 编 上 号 
码 , 且 满足 下 面 的 条 件 :1) Fo C7,2)T CX\F,3) 当 r<r 时 ,CT 

于 是 ,可 以 扩大 开 集 系 1 并 ,| ,在 其 中 增加 ,= 民 ,, 这 里 :已 是 满足 0<t<1 
的 任意 实数 . 开 集 系 | 六 ,| 满足 同样 的 条 件 :T,C 耳 ., 当 4<1' 时 成 立 . 实际 上 , 取 有 
理 数 r,r', 使 :<r<r’ <4', 得 到 了 TCL,CT,cT,, 于 是 TCT,CI, CI. 现在 作 
连续 函数 / :+[0,1] ,假定 xe TT 时 (x) =0;xEDo 时 ,f(x*) =suplt:xen|. 
我 们 证 明 f 是 连续 函数 . 固定 一 点 xo。 和 >0, 设 t=f(xo). 由 函数 的 定义 :xo 
-os 和 ne 了 orem)- 我 们 考察 点 zo 的 邻 域 W,U= Fussai \F -si 于 是 ,车 ye 
以 则 yE Po 人 Fw-oa 根据 函数 的 定义 ,满足 不 等 式 :和 - s/2<f(y) < 
+e/2, 即 I(xo) -f(y)1<s. 于 是 ,函数 是 连续 的 . 此 外 ,车 x*e 五 , 则 f(x) =0; 
车 xe, 则 f(x) =1. 

为 完成 定理 2 的 证 明 , 剩 下 的 是 作出 满足 条 件 1) ,2) ,3 ) 的 开 集 系 [. 由 空间 
的 正规 性 ,对 任何 闭 集 政和 它 的 邻 域 V,FCU, 存 在 另外 的 开 集 ,使 FCVCVC 
.为 简便 起 见 ,车 VCVCU, 就 写 为 VGU. 干 是 ,Fo = Fo CX\F,, 可 写 为 
GX\F 因此 ,可 找到 开 集 T ,使 PEToERE\ 有 .类似 地 ,可 找到 开 集 ,使 启 
GEmceErmEx\Fi. 假 设 对 所 有 的 二 进位 分 数 r=p/2",0<p<2", 已 作出 了 开 集 
让 ,而 且 To CG Towwar 那么 可 定义 集合 Train 使 mo © Ti 
ET,wnn: 根据 归纳 法 ,可 作出 所 有 的 开 集 系 |T|. 车 xe Fo, 则 f(x) =0, 而 若 x 
Ee 已 , 则 f(x) =1. 这 样 , 便 证 明了 定理 2. 

由 定理 2 可 以 得 到 下 面 的 关于 连续 函数 的 延 拓 定理 . 

定理 3 设 人 是 正规 拓扑 空间 ,FC 是 闭 集 , xR! 是 忆 上 的 连续 函数 . 那 
么 函数 下 可 延 拓 为 整个 空间 XX 上 的 连续 函数 g: XR'. 若 函 数 f 是 有 界 的 , 1f(*)1 
<4, 则 5 也 有 界 ,并 可 取 同 样 的 常数 为 春 :1g(z) 1 到 机 

证 明 首先 假设 /有 和 界 , A(x)1<4. 设 ypo(x) =f(x) 并 考察 两 个 闭 子 集 h = 
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1x:po(z) 三 一 4/[3| ,Bo = |x; go(x) 宇 4/31. 因为 集合 4 和 B, 不 相交 ,所 以 按照 
定理 2, 存 在 连续 函数 有 :x 一 [ - 4/3 ,4/3] ,在 集合 4。 上 等 于 一 4/3, 在 集合 B 上 
等 于 4/3. 换 句 话说 ,1 (x)1<4/3,xeX,1go(x) -及 (x)1<24/3. 设 pi = 
yo(*) -h(x), 则 函数 wp, 在 集合 上 有 界 , 以 常数 24/3 为 界 . 所 以 ,重复 整个 过 
程 ,可 以 作出 两 个 不 相交 的 闭 集 :41 = |x: p(x)<< -24/9|,B, = |x: g(x)> 
24/91 ,并 且 有 连续 函数 人 :XX 一 [ -24/9,24/9], 它 在 集合 4 上 等 于 -24/9, 在 集 
合 BL 上 等 于 24/9. 换 名 话说 , 沁 (x)1< 了 十 4,18,(*) -i(*)1<44/9. 重复 所 


指出 的 过 程 无 限 次 ,我 们 作出 了 两 个 函数 序列 :f,: 一 R' ,yp,: FF 一 R' ,满足 下 面 的 


条 件 ; 
prsi(x) =pa(x) -f(x), 


wz)1<( 引 所 
ip.(o)1< (32) 4 (2.3) 


还 有 , 当 xeF 时 ， 
f(x) =po(x) =h(x) + p(x) =… 
=f0(x) +f (x) + +f (x) + pi (x). 


由 于 不 等 式 (2.3) ,级 数 叶 人 (x) 在 整个 空间 X 上 均匀 收 全 按照 定理 1,8(*) = 
及/(*) 是 连续 本 数 , 且 x < 时 ,e(z) = La 由 于 不 等 式 (2.3): 


Ee A DA ) ,村 =4 人 

对 /为 有 界 函 数 的 情形 定理 已 证 

对 一 般 的 情形 ,我 们 考察 同 胚 R' 一 ( -1,1). 则 复合 好 F~*( -1,1) 是 连续 
有 界 函 数 . 对 有 界 函 数 刀 应 用 定理 3, 作 出 连续 函数 g:X 一 [ -1,1], 它 是 将 函数 及 
延 拓 而 得 到 的 函数 . 函数 在 与 集合 已 不 相交 的 某 个 闭 集 页 上 取 到 值 +1. 按照 定 
理 2, 存 在 连续 函数 y:X 一 [0,1] , 它 在 集合 严 上 等 于 1 ,而 在 集合 几 上 等 于 0. 从 
而 函数 8 (*) =w(x)g(%) ,xe 与 函数 好 在 集合 上 完全 相同 ,并 且 不 取 值 +1. 
于 是 ,函数 5 映射 空间 下 到 区 间 ( -1,1). 最 后 , 设 g(x) =h-'g (x), 则 g: XR' 
是 连续 的 ,并 且 当 xe 下 时 ,g(x) =h ai(x) = 有 ' 有 f(x) =f(*). 定理 完全 得 证 . 


2.4.2 1 的 分 解 D 
/为 拓扑 空间 六 上 的 连续 函数 , 称 由 使 /(x) 关 0 的 x*e 卫 组 成 的 点 集 的 闭 包 为 


四 也 称 为 单位 分 解 . 


i ) 1 
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了 的 支 集 , 函数 7 的 支 集 用 supp f 表示. 于 是 在 支 集 外 面 ,函数 / 恒 等 于 0. 拓扑 学 中 
一 个 有 名 的 方法 是 把 函数 分 解 为 这 样 的 和 ,使 其 每 一 个 被 加 项 有 足够 小 的 支 集 ， 

定理 4 设 六 是 度量 空间 , | U1 是 有 限 开 覆 盖 . 则 存在 函数 p,: XR' ,0 < 
al(%*) 和 <1, 使 1°supp p。CU,,2° Ee.l*) 三 1. 

定理 4 中 所 指出 的 函数 系 }p。 | 称 为 附属 于 覆盖 { VU, 的 ! 的 分 解 . 

证 明 考察 有 限 禾 盖 | U。1. 根据 2. 2 的 定理 3, 可 以 找到 更 细 的 覆盖 |V,| ,并 
且 VC 以 . 按照 定理 2, 存在 空间 了 上 的 连续 函数 ,满足 条 件 :15, = 1， 
如 lonu =0,0<y。(x) <1. 这 就 是 说 ,suppy。C Us。, 且 当 xe Vs 时 ,y。(x) >0. 设 
W(*) = 并 加 (9)， 函数 4 是 连续 的 .我们 指出 在 每 一 点 xs X,W(x) > 0. 实际 上 ， 
因为 系 1V。 上 覆盖 空间 大 ,所 以 有 这 样 的 指标 ao, 使 * e m, 即 yu(z*) > 0. 于 是 
W(x) = 也 加 (xz) > Yu(x) > 0. 最 后 , 令 g。(x) = 加 (xz)Ap(z). 则 

suppp。= suppy。CU。,0 拓 po(x) 三 1， 
并 且 
EPs) = Eas) Ip)) = (TW)) /p(x) = ye)M(z) = 上 


定理 证 毕 . 
习 题 


1 证 明 : 若 下 是 欧 氏 空间 R'* 时 , 则 在 定理 2 中 可 要 求 函数 是 光滑 的 , 
2. 证 明 :在 X=R" 时 , 则 在 定理 4 中 可 以 要 求 函 数 w。 是 光滑 的 . 

3. 对 图 周 ,作出 1 的 分 解 的 函数 系 ,要 求 

1° 连续 函数 系 ; 

2° 光滑 函数 系 . 

4 证明; 对 圆周 ,不 存在 解析 函数 系 的 1 的 分 解 

5. 作 出 第 3,4 是 在 R… 中 球面 (S" = | 妇 + … + 到 =1| ) 情 形 的 推广 
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在 第 一 章 中 ,已 经 用 不 同 的 例子 说 明了 描述 点 在 空间 位 署 的 坐标 系 是 研究 几 
何 对 象 的 主要 工具 . 借助 于 坐标 系 就 可 以 利用 微 积 分 的 方法 来 解决 许多 问题 . 所 以 
在 几何 中 分 出 独立 的 一 章 来 研究 这 样 的 空间 ,这 种 空间 允许 有 像 可 微 函 数 或 光滑 
蚂 数 ,微分 运算 以 及 积分 运算 这 样 的 概念 

考察 几 个 这 种 空间 的 例子 是 有 益 的 . 

例 1 考察 平面 ( 即 二 维 欧 氏 空间 R*) 上 单位 半径 的 圆周 5'. 为 了 借助 于 坐标 
系 来 描述 圆周 的 点 ,我 们 把 它 作为 满足 方程 

w+y=1 (3.1) 

的 点 的 集合 来 给 出 ,其 中 (*,yY) 是 平面 上 点 的 笛 卡 儿 坐标 . 于 是 ,每 一 点 Pe 5S! 由 
数 对 一 一 笛 卡 儿 坐 标 * 和 Y 唯一 地 给 出 . 但 是 对 圆周 上 的 点 ,给 出 x 和 7 两 个 坐标 
是 多 余 的 . 若 我 们 已 经 知道 点 P 的 坐标 x, 那 么 第 二 个 坐标 y 可 由 方程 (3. 1) 得 到 : 
7= 寺 V1 - 交 , 即 第 二 个 坐标 y 从 第 一 个 坐标 * 唯一 地 (可 相差 一 个 符号 ) 得 到 . 并 
且 , 若 点 Pu = (mo,7o) 的 位 置 不 在 横 轴 上 , 即 yo 关 0, 那 么 可 找到 点 Po 的 足够 小 的 
邻 域 0, 使 对 一 切 的 点 Pe U, 其 y 坐标 符号 的 选择 唯一 地 由 点 Po 的 坐标 yo 的 符 
号 所 确定 . 在 某 种 意义 下 ,我 们 可 以 说 ,圆周 S 上 的 点 可 由 一 个 参数 描述 ,这 参数 
就 是 它 的 第 一 个 笛 卡 儿 坐标 * 更 确切 地 说 ,仅仅 可 以 断定 ,在 上 半圆 周 中 的 点 , 即 
满足 不 等 式 y >0 的 点 ,唯一 地 由 一 个 参数 x 给 出 类 似 地 ,在 下 半圆 周 中 的 点 , 即 
满足 不 等 式 y <0 的 点 ,也 唯一 地 由 一 个 参数 x 给 出 . 无 论 是 上 半圆 周 ,还 是 下 半圆 


全 即 微 分 流 形 一 一 译注 . 
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周 ,参数 x 的 变化 范围 是 同一 个 ,这 就 是 实 轴 上 的 区 间 ( -1,1). 如 果 我 们 希望 用 
类 似 方式 以 参数 来 描述 包括 剩 下 的 “特别 "点 巴 =(1,0),P, =( -1;0) 在 内 的 圆 
周 上 的 点 ,那么 交换 坐标 * 和 y 的 地 位 ,并 从 方程 (3. 1) 用 坐标 y 来 表示 坐标 x 就 
可 以 了 . 

要 问 ,直接 以 某 个 参数 值 唯一 地 给 出 圆周 上 所 有 的 点 ,这 样 进行 圆周 5' 上 的 
点 的 参数 化 不 行 吗 ? 对 这 个 问题 的 答案 ,最 接近 于 理想 的 方案 是 取 角 参数 gp,w 是 
横 轴 与 末端 在 P 点 的 向 径 之 间 的 角 . 但 是 角 参 数 的 确定 不 是 唯一 的 . 如 果 我 们 限 
制 角 p 的 值 于 某 个 区 间 上 ,比方 说 0 <p<27, 那 么 将 点 Pe 5' 与 角 参 数值 p 相对 
应 的 这 个 函数 在 点 P。= (1,0) 将 发 生 间 断 . 

于 是 ,可 以 作出 下 面 的 结论 :在 圆周 5'( 像 在 拓扑 空间 上 一 样 ) 上 不 存在 这 样 
的 连续 函数 , 它 的 值 可 唯一 地 确定 圆周 的 点 . 

例 2 作为 第 二 个 例子 ,我 们 考察 三 维 欧 氏 空间 中 由 方程 


+ +2 =1 


给 出 的 二 维 球面 5*. 

与 圆周 的 情形 一 样 ,对 球面 $ 的 点 ,给 出 所 有 的 三 个 笛 卡 儿 坐 标 (*,y,z) 是 多 
余 的 ,因为 ,比方 说 ,可 以 用 前 两 个 坐标 来 表示 坐标 z:z = 二 V1 -到 -六 很 显然 ， 
在 上 半球 面 (类 似 地 ,在 下 半球 面 ) 点 尸 的 坐标 z 唯一 地 用 前 两 个 坐标 * 和 y 表示 . 

可 以 表明 ,在 二 维 球面 8 的 情形 也 不 可 能 找到 二 元 连续 函数 @, 按 照 它 的 什 
唯一 地 确定 球面 上 的 点 P. 

我 们 所 考察 的 例子 指出 , 仅 有 一 条 出 路 一 一 放弃 对 所 考察 空间 的 所 有 点 构造 
统一 坐标 系 的 企图 ,而 是 对 于 空间 的 不 同 部 分 用 它 自己 的 坐标 系 就 算 满足 了 . 这 个 
构造 的 严格 描述 就 在 几何 上 引出 专门 的 流 形 的 概念 . 


3.1 流 形 的 概念 


3,1,1 基本 的 定义 
若 度量 空间 W 的 每 一 点 忆 都 包含 在 同 胚 于 欧 氏 空间 R" 某 一 区 域 了 的 邻 域 凡 
CM 中 , 则 称 必 为 n 维 流 形 (或 简称 为 流 形 ). 这 个 条 件 简略 地 用 下 面 的 方式 来 所 
述 :n 维 流 形 村 局 部 地 与 欧 氏 空间 了 "的 区 域 同 胚 并 且说 流 形 W 的 维 数 等 于 n， 
并 记 为 dim W =m 于 是 , 若 厅 是 = 维 流 形 ,那么 在 空间 W 中 可 以 指出 开 集 系 10| ， 
它 以 指标 ;的 某 个 集合 (有 限 集 或 无 限 集 ) 编号 ,和 集合 以 到 区 域 T 的 同 胚 pi: 
UVCR". 并 且 开 集 系 | 以 | 应 该 柳 盖 空 间 MM: M= (J 以 . 一 般 地 说 ,区 域 中 之 间 


加 原文 为 “nse Renpkretie 中 ymawe” ,意思 是 "两 个 连续 函数 "一 一 译注 。 


3.1 流 形 的 概念 物 


可 以 相交 . 集合 U。 和 同 胚 p。 一 起 称 为 图 : 

假设 在 欧 氏 空间 R" 中 建立 了 某 个 笛 卡 儿 坐 标 系 ( ,…,x") ,如 及 " 上 的 线性 
函数 组 . 于 是 复合 函数 六 = 准 (P) = 六 (pe(P) ) ,DP e zs 给 出 了 开 集 以 上 的 函数 
组 , 称 为 图 以 上 的 局 部 坐标 系 . 图 的 全 体 | 以 1 覆盖 了 整个 流 形 Wi ,| U1 称 为 图 册 . 
点 PEW 的 局 部 坐标 编 上 补充 的 指标 , 即 图 编 上 自己 的 号 码 , Us: xs =xs(P) ,这 样 
表示 是 方便 的 . 因为 点 P 可 能 同时 属于 几 个 图 ,所 以 它 具 有 几 组 局 部 坐标 . 

我 们 考察 流 形 的 最 简单 的 例子 . 

例 1 在 本 章 开始 我 们 考察 了 由 方程 x +=1 给 出 的 圆周 5' CR”. 我 们 用 
下 面 四 个 图 组 成 的 图 册 来 覆盖 5S' (图 3. 1) 

Ui=1(x,y) eS':y>0),U,=|(x,7) eS':y<0|, 

Us=|(x,y) eS':x>0),U,=|(x,y) eS':x <0|, 
它们 对 应 的 区 域 VV ,Vy ,VW 在 实 直 线 R' 上 是 一 致 的 ,并 且 等 于 开 区 间 ( -1,1). 
我 们 构造 同 胚 p, 和 yw 作为 圆周 在 横 轴 上 的 射影 :p(z,y7) = pa(x,y) =x， 而 同 胚 
% ,94 是 在 纵 轴 上 的 射影 :po;(*,y) =ps(*,7) =Yy. 为 证 明 映射 p(k=1,…,4) 是 
同上 胚 ,只 要 把 逆 映 射 写 为 显 式 的 形式 即 可 

pr (x2) =(x, VI ) eS ,pi (x) =(x, - VI-x )es', 


y3'(7) =( V7 ,7) es ,p(y) =(— VI,y) ES 


从 而 相信 , 逆 映 射 是 连续 的 . 那么 ,在 圆周 上 得 到 了 四 个 局 部 坐标 系 ,其 每 一 个 坐标 
系 都 由 一 个 坐标 组 成 :zi = Pi (x,y) =x,x2 =p2 (X17) =x = pa (X,Y) =y ,m4 = 
Ji(x,y) =y 某 些 点 同时 具备 两 个 局 部 坐标 系 . 例如 ,对 交 Ui NU 中 的 点 P 确定 
了 华 标 x1(P) 和 x,(P)( 图 3.2). 在 圆周 上 还 有 其 他 方法 以 引进 图 册 . 在 第 一 章 
中 ,我 们 考察 了 平面 上 的 极 坐 标 (r,p). 在 极 坐 标 下 ,圆周 的 方程 具有 简单 的 形式 : 


外 严格 地 说 ,在 欧 氏 空间 R" 中 的 笛 卡 儿 誉 标 (x!' ,… ,x") 是 定义 在 R" 上 的 线性 函数 ,而 使 问 量 a e R" 
与 它 的 坐标 组 (x'(a),… ,x"(a)) 对 应 ,确定 了 R" 到 nn 维 线 件 算术 空间 的 映射 所 以 写作 x =x*(P) = 
世 (ga(P) ) 较 好 . 若 不 引起 误解 的 话 ,为 简便 起 见 , 我 们 就 省 略 掉 记号 p。. 一 一 原 《教程 中 的 注 . 
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r= 工 严格 地 说 ,平面 上 的 极 坐 标 不 是 坐标 系 (参看 第 1 章 ). 所 以 在 圆周 8 上 ,我 
们 引进 两 个 图 :由 =| (x,y) eS':x# -1| ,UV,=|(x,y) eS':x 关 1| (图 3.3). 假设 
pi(P) =gi(x,y) 等 于 角 p 的 值 pe ( -7,7) ,而 p,(P) =yp;(x,y) 等 于 角 w 的 值 : 
pe(0,27), 即 =(-m,m),Vi=(0,27). 很 明显 ,对 上 半圆 周 的 点 局 部 坐标 
V1(P) 和 wp,(P) 是 一 致 的 ,并 且 对 下 半圆 周 的 点 局 部 坐标 是 不 一 致 的 , 即 当 y >0 
时 ,pi(x:y) =wa(x,7); 当 y<0 时 ,pl(*,7) =pa(x,y) 一 2m( 图 3.4). 


例 2 在 例 1 中 考察 的 圆周 5' 已 是 十 分 复杂 的 流 形 了 . 最 简单 的 例子 是 欧 氏 
空间 R" 本 身 . 图 肌 可 以 仅 由 一 个 图 U=R" 组 成 ,坐标 同 胚 p 是 便 等 映射 p: U 一 
V=R" ,局 部 坐标 系 是 R" 中 点 的 笛 卡 儿 坐 标 . 类 似 地 ,任何 区 域 VCR" 是 n 维 流 
形 , 其 图 册 也 是 由 一 个 具有 笛 卡 儿 坐 标 系 的 图 组 成 . 

例 3 考察 R"' 中 满足 方程 (x )?+ (x)?+…+(x"*!)?=1 的 点 集 , 它 是 半 
和 经 为 1 的 n 维 球面 5". 我 们 证 明 ,n 维 球面 是 ” 维 流 形 . 取 开 集 

Ur ={ (x ,ex ) eS": x >0|, 

UF ={(x ,x ,a+ ) es":x' <O} 
作为 图 册 . 坐标 同 胚 w” 和 wp 定义 为 欧 氏 空间 R"“' 到 R" 沿 着 坐标 x 的 射影 . 那 
么 区 域 VW 与 Vi 相互 重合 ,并 且 等 于 单位 半径 的 球 . 

例 4 我 们 考察 射影 平面 RP. 我 们 把 它 表示 为 这 样 的 空间 ,R’ 中 过 坐标 原点 
的 所 有 直线 被 宣布 为 空间 中 的 点 . 我 们 定义 两 直线 间 的 距离 为 它们 之 间 的 较 小 的 
角 . 于 是 RP 变 成 度量 空间 , 我 们 证 明 ,RP? 是 2 维 的 流 形 . 为 此 ,给 每 一 直线 Pe 
RP 以 三 个 齐 次 坐标 (%: y;z) ,用 (Ax: Ay: Az) (A 关 0) 表 示 同 一 直线 Pe RP: 是 方 
便 的 , 齐 次 坐标 不 同时 为 0, 即 x? +y + >0. 我 们 用 三 个 图 来 覆盖 RP*:U = | (x 
yz) lx¥0) ,Us = 1 (x:y:z) 1y¥0| ,VU = | (x: yz)1lz#0|. 设 所 = 矿 = 太 =R*. 取 
下 面 的 映射 作为 坐标 同 且 :pe: UV =R*: gi (x:y:2) = (7]zsz/z) ,gy (wy:2) = 
(x/y,2/7) ,a(x: yz) = (x/z,y/z). 于 是 作出 了 三 个 局 部 坐标 系 


3.1 流 形 的 概念 3 


Xi Y/N =2/x3 =: 好 =2T7i 对 =x/z 妇 =yz 

我 们 考察 过 的 例子 表明 了 在 同一 个 流 形 M 上 可 以 建立 不 同 的 图 册 . 甚至 若 保 
留 作 为 开 集 的 图 不 变 , 还 可 以 用 选择 另外 坐标 同 胚 的 方法 来 改变 图 中 的 局 部 坐 
标 系 ， 

车 U'CU 是 UU 的 开 子 集 ,坐标 函数 在 以 上 的 限制 则 得 到 新 的 图 , 它 比 原来 的 
图 已 更 细 . 

设 |Ui| | 丰 | 是 流 形 W 上 的 两 个 图 册 . 则 存在 第 三 个 图 册 , 它 比 | Ul 和 | Ui| 
两 者 都 细 , 这 个 新 的 图 ,例如 ,可 以 由 原来 的 两 个 图 册 中 的 图 成 对 的 图 的 交 组 成 . 


3.1.2 坐标 变换 函数 ”光滑 流 形 的 定义 


定义 1 设计 是 n 维 流 形 ,| 0。} 是 它 的 图 册 ,p。 是 坐标 同 胚 , |xt| 是 一 组 局 
部 坐标 系 , 在 两 个 图 的 每 一 个 交 Us = UN Us 中 ,定义 了 两 个 局 部 坐标 系 |x| 和 
| 区 | ,而 且 一 个 图 中 的 坐标 函数 必 (P) 可 以 通过 另 一 个 图 中 的 坐标 函数 表示 为 
好 (P) = 下 ( 双 ( 忆 (PP) ) ,Pe Ug 函数 x=xs( 划 ,…, 吉 ) 称 为 坐标 变换 函数 
或 称 为 把 坐标 | x 变 为 坐标 |s 引 的 转换 函数 . 

坐标 变换 函数 不 是 定义 在 整个 区 域 V 中 ,而 是 定义 在 它 的 某 一 部 分 避 = 
Ya( ww) 中 凡是 说 及 两 个 坐标 系 是 有 意义 的 地 方 . 

为 方便 起 见 , 在 图 3. 5 中 , 欧 氏 空间 的 区 域 内 入 是 作为 不 相交 的 集合 画 
出 的 ， 


图 3.5 


坐标 变换 函数 共 = 区 ( 妇 ， ,又 ) 实 现 了 R" 中 的 区 域 了 到 区 域 Vg 的 联 列 
映射 
Xs = papa "(xg) = pap (Xp). 
定义 2 nn 维 流 形 信 ,其 图 册 | U.| 的 局 部 坐标 系 |xt|} 满 足 条 件 :对 任何 一 对 图 
必 , 太 ,坐标 变换 函数 入 = 懂 (%,…, 吉 ) 在 它们 的 整个 定义 区 域 中 是 连续 可 微 的 
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函数 . 则 称 流 形 W 是 维 光滑 流 形 - 

定义 3 ”定义 在 光滑 流 形 MM 上 的 函数 三 : M 一 R', 若 在 任何 局 部 坐标 系 
(z,…, 浊 ) (图 VU. 3 P, 属于 所 建立 的 图 册 中 ) 中 ,函数 /在 点 (xs (Po),…， 
交 ( Po) ) 的 邻 域 中 表示 为 个 独立 变量 的 连续 可 微 的 函数 h(x。,… ,x;). 则 称 函 数 

/MRR' 为 在 点 Pe 必 是 连续 可 微 的 . 

例 5 我 们 考察 下 面 的 流 形 M 上 的 图 册 的 例子 . 设 六 =R' 是 实 直线 ,图 册 由 
两 个 同样 的 图 U, = Us = 人 =R' 组 成 ,但 是 具有 不 同 的 坐标 系 , 在 Ui 上 给 出 坐标 *) 
=x,xeR', 而 在 U, 上 用 公式 x, = (xz) 给 出 坐标 . 那么 坐标 变换 函数 为 

=) = (4) (3.2) 

(j= (3.3) 
若 坐 标 变换 函数 (3.2) 是 连续 可 微 的 函数 (多 项 式 ) ,那么 函数 (3.3) 具 有 不 连续 的 
导数 . 所 以 按照 定义 2, 具 有 图 册 | Ui ,世上 的 流 形 M 不 是 光滑 流 形 . 

注 车流 形 M 上 的 图 册 由 一 个 图 ( 即 当 M 同 胚 于 欧 氏 空间 中 的 区 域 时 ) 组 
成 , 则 嘱 是 光滑 流 形 . 

定义 4 在 流 形 M 上 给 出 两 个 图 册 |U,i 和 | Us| ,并 且 关 于 其 中 每 一 个 图 册 ， 
必 都 是 光滑 流 形 . 车 由 图 册 | VU| 中 的 每 一 个 局 部 坐标 系 到 图 册 | UV; | 中 的 任何 一 个 
局 部 坐标 系 的 转换 函数 都 是 连续 可 微 的 函数 . 则 称 两 个 图 册 | 0;| 和 | U; | 是 等 
价 的 . 

下 面 事实 说 明定 义 4 是 合理 的 . 在 流 形 杂 上 定义 的 任何 函数 在 图 册 | LU。| 中 
是 连续 可 微 的 , 当 且 仅 当 它 在 图 册 | | 中 是 连续 可 微 的 . 于 是 ,从 在 流 形 WH 上 连 
续 可 微 的 函数 的 观点 来 看 ,等 价 的 图 册 是 平等 的 ,并 且 对 于 把 函数 表示 为 独立 变数 
(点 的 坐标 ) 的 连续 可 微 的 实 值 函 数 来 讲 ,可 以 利用 等 价 的 图 册 中 任何 一 个 图 册 . 

我 们 提醒 一 下 ,车 在 点 (s,… ,3) 的 邻 域 中 实 值 函数 h(x',…,*x") 的 直到 7 阶 
(包括 r 阶 ) 的 所 有 偏 导数 存在 并 且 连 续 , 则 函数 在 这 点 的 邻 域 中 是 C'(7r =1， 
2,…,%m ) 类 光滑 的 函数 , r = % 的 情形 ,是 指 函 数 h 的 所 有 阶 偏 导数 存在 并 且 连 续 . 

定义 5 对 建立 了 图 册 上 以 | 的 流 形 MM, 若 所 有 的 华 标 变换 函数 在 其 定义 域 中 
的 所 有 的 点 是 C' 类 光滑 函数 , 则 称 流 形 ii 是 C 类 光滑 流 形 . 

今后 ,如 果 没 有 相反 的 说 明 , 我 们 所 讲 的 流 形 都 是 C” 类 的 光滑 流 形 ,而 流 形 上 
的 函数 是 C” 类 光滑 函数 . 

例 6 我 们 使 例 5 改变 样子 . 在 第 二 个 图 U, 中 取 举 标 x, =x +x 1x1. 于 是 流 
形 是 C' 类 光滑 流 形 ,但 不 是 C* 类 光滑 流 形 . 

注 ”以 后 车 无 相反 的 声明 ,我 们 仅 考 察 C” 类 光滑 流 形 , 而 在 流 形 上 的 函数 是 
C™ 类 光滑 函数 . 

在 例 1 -4 中 ,我 们 所 考察 的 带 有 图 册 的 流 形 自然 都 是 C” 类 光滑 流 形 . 

在 几何 中 还 考虑 给 图 册 及 其 坐标 变换 函数 以 另外 更 强 的 条 件 . 例如 ,车 所 有 的 
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坐标 函数 是 实 解 析 函 数 , 即 在 它 有 定义 的 每 一 点 的 邻 域 中 能 展 为 收敛 的 泰勒 级 数 ， 
则 此 流 形 称 为 实 解析 流 形 . 实 解 析 流 形 是 C” 类 光滑 流 形 . 

比较 重要 的 一 类 流 形 是 复 解析 流 形 . 设 W 是 2n 维 流 形 , | Us| 是 它 的 图 册 ， 
gpa: Us 一 Va CR” 是 它 的 坐标 同 胚 . 使 2n 维 欧 氏 空间 R” 与 n 维 复线 性 空间 C" 等 
同 , 即 认 为 点 (z',…,z") 的 复 坐 标 给 出 了 2n 个 实 坐 标 ( ,x,y = 
人 +iyt. 那么 在 图 Us 中 的 2n 个 坐标 函数 区 (P) ,…,xp(P) ,3(P) ,… ,ys(P) 化 为 
n 个 复 值 函 数 芭 = 允 (P) +iys(P). 我 们 称 函 数 芭 (P) 为 在 图 Us 中 点 的 复 坐 标 . 在 
两 个 图 的 交 Un mt 中 ,我 们 有 从 一 个 坐标 系 到 另 一 个 的 转换 函数 

戎 三 闫 ( 生 人 的 思 
入 三 入 (攻读 的 
它们 可 以 表示 为 n 个 独立 的 复 变量 的 复 值 函数 
Cr (3.4) 

我 们 称 函 数 (3. 4) 为 复 坐 标 转换 函数 或 复 坐 标 变换 函数 . 

建立 了 图 册 | Us| 和 局 部 复 坐标 系 (及,…, 忒 ) 的 流 形 M, 若 所 有 的 复 坐标 变换 
函数 (3.4) 是 复 解析 函数 , 即 在 它 定义 域 的 每 一 点 的 邻 域 中 能 展开 为 复 变 数 的 收 
敛 泰 勒 级 数 , 则 称 W 为 复 解析 流 形 . 

我 们 考察 二 维 球面 ? ,并 在 其 上 专门 构造 一 套图 册 , 作 为 容许 有 复 解 析 流 形 
结构 的 流 形 的 例子 . 在 第 一 章 中 已 作出 了 球面 $ = |** +y +z =1} 从 北极 Po = 
(0,0,1) 到 坐标 平面 (x,y) 的 球 极 射影 . 我 们 用 po 表示 这 个 映射 . 映射 po 把 球面 
S 上 除 极点 Po 以 外 的 所 有 点 , 即 开 集 U, = 5*\( Po) 同 胚 地 映射 到 整个 平面 Vo = 


Re 在 备 卡 儿 坐 标 下 , 同 胚 po 为 :po(z,y,z) = 和) 二 )- 所 以 在 图 Uo 中 引进 一 


一 2 一 z 
个 用 球面 上 点 的 笛 卡 儿 坐 标 表示 的 复 坐 标 w = 二 x 此 外 ,考察 南极 P = (0,0， 


-1) 和 从 南极 到 同一 个 坐标 平面 (*,y) 的 球 极 射影 pi. 映射 w; 同 胚 地 把 集合 以 
=S\(P ) 映 射 到 整个 平面 W = R. 在 笛 卡 儿 坐 标 下 ,映射 p 为 :pi (x,y,z) = 


(二 ) 我 们 在 图 0 中 引进 复 坐标 四 = 于 那么 在 交 Us nd 中 得 到 


1+z"1+z 
Wo =Wo( wi ) = A dd =W) (Wo = (3.5) 
区 数 (3.5) 是 复 解析 函数 . 就 是 说 球面 iy 是 复 解 析 流 形 . 
3.1.3 光滑 流 形 ”微分 同 胚 


设 Wi 和 MMi 是 两 个 光滑 流 形 ,f :以 ,一 Mi 是 连续 映射 
定义 6 光滑 流 形 的 映射 / :Ml 一 >M, ,车 对 任意 点 Poe Mi 的 邻 域 中 的 任何 局 
部 坐标 系 (z ,wz ) 和 点 Q。=f( Po) e MM 的 邻 域 中 的 任何 局 部 坐标 系 (y',…， 


1 i 
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y") ,函数 /的 向 量 函 数 表 示 式 y=(y) = ( 儿 ( ，…,%")) =h(x) 是 C'(r=1， 
2,…,m ) 类 光滑 的 向 量 函 数 , 则 称 映射 /为 C" 类 光滑 映射- 

注意 ,C" 类 光滑 映射 的 定义 仅 在 流 形 履 , 与 jl 的 光滑 类 数 不 小 于 7 时 才 有 
意义 . 
设 f:M, 一 Mi 是 流 形 的 同 胚 . 若 / 是 C" 类 光滑 映射 ,那么 道 映射 “不 一 定 是 
光滑 上 映射, 若 逆 映 射 /“":M, 一 MM 也 是 C" 类 光滑 映射 , 则 同 胚 / 称 为 C" 类 光滑 同 
厦 或 C" 类 微分 同 厦 . 光滑 流 形 间 的 微分 同 胚 起 着 与 拓扑 空间 中 的 同 胚 相同 的 作 
用 . 车 f:M, 一 M, 是 微分 同 胚 , 则 流 形 W， 和 MM, 称 为 微分 同 胚 的 流 形 - 

定理 1 设 f:M, 一 M, 是 光滑 流 形 的 C" 类 光滑 同 胚 , 则 dimM, = dimM;. 

证 明 在 流 形 M 上 , 取 局 部 坐标 (x',… ,x") ,在 流 形 M, 上 ,点 Qu 的 邻 域 % 
上 , 取 局 部 坐标 (y',…,y"). 设 g=f "是 /的 逆 映 射 .那么 ,映射 和 g 可 用 两 个 向 
量 函 数 表示 ,它们 用 字母 表示 , 即 y=f(x) 和 x=g(y) ,而 且 g(f(x))=x,f(g(y)) 
三 y, 换 句 话说 ,对 函数 /和 & 有 等 式 

ef =ld, fe =ld,, 
这 里 1d, ,ld, 是 向 量 空间 的 恒 等 映 射 . 也 就 是 说 ,对 Jacobi 矩阵 有 类 似 的 等 式 : 
(dg)(d) =E,,(dN) (dg) =E,, 
这 里 B,,E, 是 相应 维 数 的 单位 矩阵 . 

由 线性 代数 知道 ,两 个 矩阵 乘积 的 秩 , 不 超过 每 个 因子 的 秩 . 所 以 , rankdh < 
min(m,n) ,太一 大 min( 疾 ,)( 和 矩阵 由 ,dh“' 是 长 方 矩 阵 !) ,所 以 rankdes <min(m,， 
n) ,rankdei < min(m,n). 于 是 ,mmin(m,n),n<min(m,n) ,或 max(m,n)< 
min(m,n) ,这 就 是 说 ,m =n 定理 证 毕 ， 

最 后 ,我 们 引进 关于 图 册 的 两 个 有 名 的 论断 . 

引 理 1 在 光滑 流 形 W 中 存在 这 样 的 图 册 | 以 | ,其 每 一 个 图 以 都 与 R" 微分 
同 凸 . 

证 明 首先 证 明 可 以 作出 这 样 的 图 册 , 其 每 一 个 图 都 与 R" 中 某 个 半径 为 < 
的 开 球 微分 同 胚 . 设 P。e M 是 任意 点 ,U。3 Po ,po: Us 一 VCR" 是 坐标 同 胚 ， 

= ps( Po). 因为 V 是 R" 中 的 开 集 ,所 以 存在 这 样 的 数 =, 使 中 心 在 点 6 ,半径 
为 s 的 开 球 包含 在 V。 中 . 用 0, (Qo) 表示 这 个 开 球 ,而 用 Ws 表示 它 的 原 像 
ga (0,( Qo)). 开 集 族 | Wp| 是 流 形 M 上 的 图 肌 , 并 且 每 一 个 图 W; 与 R" 的 开 球 微 
分 同 胚 . 为 完成 引 理 的 证 明 , 我 们 证 明 半 径 是 = 的 开 球 与 R" 微分 同 胚 . 考虑 e =1 
的 情形 就 够 了 . 于 是 , 设 (x',…,x") 是 半径 为 1 的 球 中 的 点 ,(x')?+ (到 ) + 十 
(wx?)*<1. 设 


1! 
人 


sn 
VL- (x ) (x ) 


A 


Pp 
VI+(Y) t+) 


(3.6) 


3.2 用 方程 给 出 流 形 5 


函数 (3.6) 是 光滑 的 函数 ,并 且 也 是 实现 半径 为 1 的 球 到 R" 的 互 逆 的 映射 . 引 理 
引 理 2 设 必 是 光滑 的 紧 致 流 形 ,| U1 是 其 图 册 . 则 存在 附属 于 覆盖 | U。| 的 


1 的 光滑 分 解 光 。, 即 
0<y,<1, Ey, =1,suppy, CU,, 


证 明 根据 引 理 1 可 认为 所 有 的 图 都 与 半径 为 1 的 球 同 胚 . 设 ws: Us。—*D? C 
R" 是 坐标 同 胚 耻 取 这 样 的 足够 小 的 e >0, 使 | ps'( Di,., ) 1 覆盖 流 形 M. 假设 存 


在 球 Di 上 的 C" 类 函数 /, 使 suppf=Di，,),0<f<1. 设 
pelU,, 


pe 0, 

入 ts pe,. 
因为 当 忆 Egz!(DW 0 ) 时 (ps(P)) =0. 所 以 函数 办 在 流 形 W 上 是 光滑 函数 ， 
而 且 supp ycCVU,,0<y。<1. 此 外 还 有 supp 光 。 > 82'( D"，,). 于 是 ,函数 的 和 
W(tP) = 对 加 (P) 在 每 一 点 都 严格 地 大 于 0. 这 时 我 们 设 y(P) =W,(P)/W(P). 
函数 如 (已 ) 组 成 了 附属 于 覆盖 1 0。| 的 1 的 光滑 分 解 . 

于 是 ,就 简 下 构造 R" 中 的 C“ 类 函数 九 使 它 的 支 集 等 于 球 Di 我 们 将 寻找 

形式 为 x ，… ,x") =h( (0)?+…+(x")*) 的 函数 /于 是 作出 单 变量 的 光滑 函数 
h(x) ,使 当 x>(1-s)? 时 ,h(x) =0; 当 x*<(1-s)* 时 ,h(x) >0 就 足够 了 . 取 


函数 
EMS (Ul Es 
t=, ss0-0) 
作为 所 要 求 的 函数 ,这 函数 已 知 是 C” 类 光滑 函数 . 引 理 证 毕 . 


习 题 


1 证明: 平面 上 无 弹性 的 线段 在 平面 中 的 位 置 空间 是 光滑 流 形 . 

2. 证 明 : 群 SO0(3) 同 胚 于 三 维 射影 空间 . 

3. 描绘 三 维 空间 中 两 个 用 铵 链 联 结 的 杆子 所 组 成 的 系统 的 构 形 空间 . 
4 举 出 光滑 的 ,双方 单 值 的 映射 ,但 不 是 微分 同 且 的 例子 

5, 证 明 : 在 球面 5" 上 不 存在 由 一 个 图 组 成 的 图 册 . 


3.2 用 方程 给 出 流 形 


在 前 面 几 节 中 (第 一 章 中 也 有 ) , 流 形 的 许多 例子 是 作为 欧 氏 空间 的 某 个 非 线 
性 方程 的 解 的 集合 出 现 的 . 例如 ,n 维 球面 5" 由 欧 氏 空间 R"“! 中 的 方程 (x')?+… + 


外 这 里 2 表示 中 心 在 坐标 原点 半径 为 + 的 开 球 . 


FE 2 
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(六 = 工 给 出 ; 伪 球 面 5? 由 方程 ** + 六 ~ 有 = -1 给 出 . 一 般 地 ,车 f(x ，…,x") 
是 连续 可 微 的 函数 , 则 方程 1 x!',… ,x") -c=0 解 的 集合 称 为 函数 了 的 < 等 高 线 流 
形 . 于 是 ,整个 欧 氏 空间 R" 分 解 为 函数 /的 等 高 线 流 形 的 并 . 在 两 个 变量 的 函数 情 
形 ,方程 的 解 通常 称 为 函数 的 等 高 线 . 而 在 三 个 变量 的 函数 情形 , 则 为 等 高 曲面 . 

为 说 明 名 称 “ 函数 /的 等 高 线 流 形 " 是 正确 的 ,必须 证 明 函 数 了 的 等 高 线 流 形 
确实 是 流 形 . 但 是 ,实际 上 不 总 是 如 此 . 

例 1 考察 函数 作 x,y) =* -大 它 的 等 高 线 由 
方程 吧 -六 = 描述 . 若 c>0, 则 等 高 线 由 两 个 连通 
分 支 组 成 ,其 中 每 一 个 分 别 由 方程 x* = Ve+y ,x = 
一 Ve+ 六 中 的 一 个 描述 , 即 它们 是 单 变量 函数 的 图 
形 ( 图 3.6). 类 似 地 , 当 c <0 时 ,等 高 线 由 两 个 函数 
y= VC-c,y = - VX-e 的 图 形 组 成 .于 是 在 cz#0 
时 ,等 高 线 是 一 维 流 形 . 在 c=0 时 的 等 高 线 表示 特 
别 的 情形 . 在 这 种 情况 下 ,等 高 线 由 一 对 相交 直线 y 
=x,y = -x 组 成 ,并 且 不 是 一 个 流 形 . 

虽然 如 此 ,在 某 种 意义 下 ,连续 可 微 的 函数 了 的 等 高 线 流 形 几乎 都 是 流 形 , 

定理 1 设 /=f(x'，…,x") 是 定义 在 整个 网 氏 空间 R" 上 的 C" 类 函数 . 设 
AM = | (ww ):f(x'，…,x") =c|. 若 函数 /的 梯度 在 集合 MM 的 每 一 点 不 等 于 
零 , 则 MM. 是 C0" 类 的 (n -1) 维 光滑 流 形 . 同时 在 每 一 点 Pu e M. 的 邻 域 中 ,可 以 取 
其 外 围 欧 氏 空间 R" 的 某 (n -1) 个 箔 卡 儿 坐标 作为 局 部 坐标 

证 明 其 实 定理 1 是 用 方便 的 术语 叙述 的 隐 函 数 定理 , 固定 某 一 点 Ps e M,， 
P=(*0。…, 和 0). 因为 


图 3.6 


gradpf #0;gradf = a) 


因此 在 P, 点 不 为 0 的 偏 导数 存在 . 不 失 一 般 性 ,可 认为 -中 (双双 ) z0. 设 
0 =( 怠 ,…, 友 1) 是 R"…! 中 的 点 , 它 是 Ps 沿 华 标 轴 投影 的 像 根据 隐 函 数 定 
理 ,存在 这 样 的 点 Qu 的 邻 域 内 3 0。, 区 间 ( 芭 -8, 世 +8) ,以 及 定义 在 邻 域 中 
的 C0” 类 光滑 连续 函数 y=y(x',…,x"') ,使 

1° f(x (1) ) =c 在 区 域 入 中 成 立 ， 

2° wo =y(x0. 20), 

3 |s0 一 y(x',…,x"!)1<65 在 区 域 中 成 立 ， 1 

4° 方程 (x'，…,x") =c 的 所 有 解 (x'，…,x") 内 x (三 = 人 大 +6) 具 有 形式 
i 


当 用 zu 表示 点 Po e M. 的 邻 域 时 , 则 有 Us =M.N(V x(x? 一 6,x; +6) ), 邻 域 
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Us 便 是 所 求 的 包含 点 Po 的 图 . 取 R" 到 R"' 的 射影 在 Vs。 上 的 限制 po (x ，… ,x")》 
= (x ,…,x"') eo 作为 同 胚 po: 其 逆 映 射 po' 由 等 式 
本 

给 出 . 
由 条 件 3 得 到 ,or (za ) e Vo x (x6 -6, 台 +6), 而 由 条 件 1°， 
gn (xz 1!) eM.. 于 是 ,po zz) e Uo. 映射 po。 和 qo!' 是 连续 的 ,并 
且 是 互 逆 的 . 

我 们 证 明了 集合 M. 是 (n - 1) 维 流 形 ,并 且 指出 了 在 每 一 点 Pe M, 的 邻 域 中 
的 局 部 坐标 系 由 欧 氏 空间 R" 的 某 些 笛 卡 儿 坐标 组 成 . 现在 我 们 证 明 坐 标 变 换 函 
数 是 光滑 函数 , 设 点 Po 还 包含 在 一 个 图 U, 中 ,并 且 取 笛 卡 儿 坐 标 (z 
路,") 作 为 图 U, 中 的 局 部 坐标 . 那么 在 图 的 交 Uo NU 中 ,坐标 (z 入 
x ,x") 表 示 为 坐标 (x',…,x"…') 的 函数 


or (3.7) 


x" =y(x ,st ). 
因为 Y=y(x",…,x"…') 是 C” 类 光滑 的 函数 ,所 以 (3.7) 中 所 有 的 函数 也 是 C" 类 
光滑 的 , 定理 证 毕 . 


例 2 重新 考察 由 方程 /(x',…,x"'!) = (xz): =1 给 出 的 n 维 球面 5" 函 


数 /的 梯度 等 于 gradf = (2x' ,2 ，…,2x"*!), 若 点 P=(x'，,…,x"*) 在 球面 5" 上， 
那么 它 的 坐标 不 全 为 0, 于 是 ,梯度 坐标 中 有 一 个 不 为 0. 满足 定理 1 的 条 件 ,这 就 
是 说 ,球面 5" 是 C" 类 光滑 流 形 . 

例 3 考察 蔗 维 欧 氏 空间 R". 把 有 ”中 的 点 表示 为 具有 坐标 4=(ay) 的 n 阶 
方 阵 4. 考察 行列 式 等 于 1( det4 =1) 的 所 有 和 矩阵 4eR” 的 集合 SL(n,R). 集合 
SL(n,R) 关 于 矩阵 乘积 的 运算 构成 群 并 称 为 特殊 线性 群 , 我 们 证 明 群 SL(n,R) 是 
C” 类 光滑 流 形 ,并 且 其 维 数 为 到 一 1. 

考虑 个 变量 的 函数 f(a,) = det( mi ). 函数 了 是 多 项 式 ,也 就 是 说 是 C" 类 光 
请 函数 . 为 了 应 用 定理 1, 应 该 计算 函数 了 在 群 SL(n, 丸 ) 的 所 有 的 点 的 梯度 . 设 忆 
是 单位 矩阵 , 因为 detE =1, 所 以 Ee SL(n, 及 ), 计算 函数 在 点 互 的 梯度 . 为 此 ,首先 
按 第 一 行 把 de 展开 
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deth =andeUi —aydetAz + + ( —1)"*!detA,. (3.8) 
在 展开 式 (3.8) 中 ,有 和 矩阵 41 的 行列 式 ,它们 是 (a;) 中 除去 第 一 行 后 的 所 有 变量 


的 多 项 式 . 于 是 函数 /关于 的 偏 导数 有 形式 :人 = den ) =dethn. 在 


互 点 ,得 到 
ff (EE)= 
Bo 三 ]。 (3.9) 


于 是 ,函数 /在 互 点 的 梯度 不 等 于 0. 

现在 证 明 , 在 任意 点 4 e 5L(n,R) ,函数 1 的 梯度 也 不 等 于 0. 我 们 引进 新 的 
变量 b, 它 由 下 面 等 式 给 出 :(b,) =B=As'4=As ' (ay). 若 4=4, 则 妃 = 已 
那么 

4) =f(AoB) =det(AoB) =detho * detB =f(B). 
微分 上 式 ,利用 复合 函数 求 导 法 则 ,得 到 
b) bb Da， 
闭 (5)= 3 A(4) .水 (3.10) 

按照 公式 (3, 9) ,等 式 (3. 10) 的 左边 部 分 等 于 1. 于 是 右边 部 分 至 少 一 个 被 加 项 不 
为 9, 就 是 偏 导数 小 (4) 中 有 一 个 不 为 0, 和 它 一 起 ,也 有 西数 /的 神 度 不 为 0. 于 


是 ,定理 1 的 条 件 得 到 满足 ,也 就 是 群 SL(n,R) 是 光滑 流 形 , 维 数 为 -1. 

定理 1 容易 推广 到 非 线性 方程 组 的 情形 . 我 们 指出 ,定理 1 的 条 件 可 用 下 面 方 
式 叙 述 . 函数 /的 梯度 表示 为 函数 /的 偏 导数 行 的 形式 ,也 就 是 函数 的 Jacobi 矩 
阵 .那么 /的 梯度 在 某 点 Po < 及" 的 非 平 凡 性 等 价 于 函数 /的 Jacobi 矩阵 吵 的 秩 等 
于 1, 即 取 最 大 的 秩 

设 给 出 方程 组 


(3.11) 


fe vi) 

简略 地 可 写 为 有 x) =e, 这 里 x = (x'，…,*”) eR",c = (ci,…,c') eR', 而 /是 映 
射 ,由 函数 (f'，,…,A*) 所 定义 .方程 组 (3. 11) 解 的 集合 M。 称 为 函数 组 (万 
的 等 高 线 流 形 . 

定理 2 设 /:R"R* 是 C" 类 光滑 映射 ,M: 是 方程 组 f(x) = 解 的 集合 . 若 
映射 /的 Jacobi 矩阵 的 秩 在 每 一 点 Pu s M. 都 取 最 大 的 秩 ( 即 rankdf( Pu) = 如) , 则 
M. 是 (n -月 维 C" 类 光滑 流 形 , 同时 ,在 每 一 点 Po e M, 的 邻 域 中 ,可 以 取 外 围 欧 
氏 空间 R" 的 某 (n - 捕 个 笛 卡 儿 坐 标 作为 其 局 部 坐标 . 

证 明 定理 2 的 证 明 是 逐 字 逐 句 地 重复 定理 1 的 证 明 , 仅 有 的 差别 是 ,不 是 一 
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个 变量 x" ,而 是 上 个 变量 (x",…,x*). 用 一 个 字母 来 表示 这 组 变量 ,譬如 说 了 = 
(x ,… sx), 我 们 将 得 到 在 定理 ! 的 证 明 中 所 得 到 过 的 同样 的 公式 . 定理 证 毕 . 
例 4 在 具有 坐标 (x' ,x ,x’ ,x') 的 欧 氏 空间 R' 中 ,考察 两 个 方程 的 方程 组 : 
(w) ”+(x) =1,(2) +(x) =1. (3. 12) 
相应 的 函数 和 所 有 形式 
fxs) = 0) 归 间 于 ) =( 了 2)24( 动 ) 
为 了 应 用 定理 2 ,我们 来 计算 映射 /= (f' ,f”) 的 Jacobi 矩阵 ， 
a a 引 ff 
CG ax Ox dx ax’ 区 2x 2 0 0 
| 0 
dx’ ai ox ox 
很 明显 , 仅 当 Jacobi 矩阵 的 某 一 行 的 各 个 元 素 都 等 于 零 时 ,rankf<1 ,但 这 些 点 不 可 
能 是 方程 组 (3. 12) 的 解 . 于 是 方程 组 (3. 12) 的 解构 成 2 维 的 C" 类 光滑 流 形 . 因为 
方程 组 (3. 12) 分 为 两 个 方程 ,每 一 个 方程 有 自己 的 一 组 变量 ,所 以 解 的 集合 也 可 
以 表示 为 每 个 方程 各 自 解 的 笛 卡 儿 乘积 , 即 方程 组 (3. 12) 的 解 表示 为 两 个 圆周 的 
乘积 . 这 个 流 形 称 为 (二 维 ) 环 面 . 
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在 第 一 章 中 看 到 ,对 研究 曲线 和 曲面 的 度量 性 质 ,以 及 一 般 地 ,对 研究 网 氏 空 
间 区 域 的 度量 性 质 来 说 ,所 谓 空间 的 无 穷 小 性 质 起 着 重要 的 作用 . 这 样 的 性 质 是 在 
固定 点 的 很 小 的 邻 域 中 ,用 忽略 掉 与 到 P 点 的 距离 相 比 是 高 阶 小 量 的 方法 来 确 
定 的 . 在 数学 分 析 中 ,在 研究 某 点 邻 域 中 函数 的 性 态 时 ,有 类 似 的 略 掉 无 穷 小 量 的 
手续 . 在 研究 光滑 流 形 时 ,也 希望 实行 略 掉 无 穷 小 量 的 做 法 , 这 些 方法 之 一 就 是 引 
进 类 似 于 曲线 的 切 向 量 和 曲面 的 切 平面 那样 专门 的 概念 


3.3.1 简单 的 例子 


我 们 考察 三 维 空间 R 中 光滑 曲线 ,用 参数 + 使 它 参数 化 :x =x(1) = (x!(4) ， 

安 (0),e (0) ). 固定 一 个 参数 值 . 在 点 4 的 邻 域 中 ,将 向 量 本 数 x =x(1) 用 泰勒 公 
式 展开 

x(io + At) =x(o) + OC) Ar+ 0( AF). (3.13) 

(3. 13) 的 右边 的 前 两 项 ,一 方面 可 看 作 在 点 4 的 邻 域 中 用 线性 向 量 函数 对 向 量 函 

数 x(1) 的 树种 近似 , 另 一 方面 这 个 线性 函数 y(At) =x(4) + 坚 (5)At 在 了 中 为 

过 点 P， =x() 的 直线 的 参数 表示 , 这 个 直线 是 曲线 x(2) 在 点 P 的 切线 ,而 沿 着 
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直线 的 向 量 健 (16) 称 为 曲线 x(1) 在 点 P, 的 切 向 量 (图 3.7)- 
现在 考察 三 维 空间 了 中 的 曲面 , 它 由 两 个 独立 参数 wu 的 向 量 函 数 = 
x(4,b) 的 参数 形式 给 出 . 曲面 x(w0) ,车 偏 导 数 经 (u,v) 和 经 (w,4) 作 为 RR 中 的 


向 量 在 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 , 则 称 曲面 x(4,v) 是 正则 出面 按照 泰勒 公式 在 
点 (uvzo) 将 函数 <(w,z) 展 开 


x(Uo tAu,vo +Av) =x(u0,00) + 加 E(u ,00) Au+ 


(0) hr + OA +Am) ， (3.14) 


图 3.7 图 3.8 
我 们 得 到 ,展开 式 (3, 14) 的 线性 部 分 表示 了 曲面 和 在 点 P=x( uo,w) 的 切 平面 
三 , 它 是 两 个 参数 的 表示 式 (图 3.8). 切 平面 本 上 任何 以 Po 为 起 点 的 向 量 称 为 曲 
面 对 在 点 Po 的 切 向 量 . 切 向 量 专 分 解 为 向 量 可 (uvm) 和 中 xzm ) 的 线性 组 合 


=v) Au + E(u, wm)Av, 


其 中 Au,Av 为 适当 选择 的 参数 . 这 样 ， 向 量 经 Uo» Ww) 和 污 (wo， w) 组 成 了 切 平面 


刀 的 基底 ,而 量 Au,Av 便 是 切 向 量 & 人 
现在 ,在 曲面 W 上 画 出 过 点 Po 的 光滑 曲线 x =x(). 因为 曲线 x =x(1) 在 曲 
面 M 上 ,所 以 它 的 参数 式 可 以 表示 为 函数 (u,v) 与 某 些 函 数 u(t) ,v(1) 的 合成 : 
x(t) =x(u(t) ,0(£)). (3.15) 
这 也 可 用 另外 的 方式 令 述 :函数 u(+) ,v(+) 是 在 曲面 术 的 局 部 坐标 系 (u,v) 中 曲线 
的 参数 表示 . 那么 ,曲线 通过 点 Po 的 条 件 可 以 写 为 坐标 的 条 件 :uo = (10) ,vo = 


外 原文 为 "Hesupoxorenma"( 非 退化 的 ) 一 一 译注 . 
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1 1). 现在 来 计算 曲线 的 切 向 量 (或 称 为 曲线 的 速度 向 量 ) 
窒 (o) = 有 x0) 20D) | 


= 踊 (a(o),a(5)) 台 (6) + 野 (z(o),a(5a)) 昌 (to) 


AO AA 
于 是 ,曲面 WM 上 曲线 的 切 向 量 在 切 平 面 上 . 
定义 1 设 志 = 下 (uvm)6 + 吴 (oo,mm) 人 是 曲面 妈 在 点 P, 的 切 向 量 , 则 数 
(如 , 台 ) 称 为 曲面 在 点 P 的 切 向 量 志 在 曲面 W 的 局 部 坐标 系 (us) 中 的 坐标 
车 (ww) 是 另外 的 坐标 系 , 则 坐标 u 和 表示 为 坐标 (w,o") 的 光滑 本 数 :4 = 
=v ) ,wo =u(uo,v6) ,0 =v(us,v6): 那么 ,看 作 函 数 的 合成 时 ,我 
们 得 到 曲面 以 的 新 的 参数 式 
X=X(u(u ,0) ,vu ,0 )). 
因此 曲线 (3. 15) 借助 于 某 些 函数 (4) ,vw'(4) 可 以 写成 x(1) =x(u(w (4)， 
CO ) atw(Ov2(5 )). 那么 ,按照 昌 线 的 切 向 量 在 局 部 坐标 系 (u,v') 中 的 坐标 


定义 , 数 对 [过 (4) ,地 (%) ) 是 曲线 的 切 向 量 的 坐标 . 微分 复合 函数 ,得 到 曲线 的 
切 向 量 在 不 同 的 局 部 些 标 系 中 ,其 坐标 之 间 的 关系 : 
朗 () = 总 (ww) 雪 (0) + 六 (60) 朗 (1)， 


(3,16) 


,a ,i 
要 (0) = 站 (4) 朗 (0) + 名 (a6) 放 (40). 


3.3.2 切 向 量 的 一 般 定义 


考察 过 的 例子 表明 ,可 以 给 出 流 形 切 向 量 的 一 般 定义 . 
定义 2 设计 是 光滑 的 n 维 流 形 ,P。e M 是 任意 点 . 使 每 一 个 局 部 坐标 系 
(xs，vxa) 对 应 一 组 数 (名 ,总 ) , 若 对 每 一 对 局 部 坐标 系 满足 下 面 的 关系 式 


问 二 这 (Pi) 友 ， (3.17) 
I=1 0xp 

则 称 此 对 应 为 流 形 村 上 一 点 记 的 切 向 量 . 

数 (&。，,…, 如 ) 称 为 切 向 量 攻 在 局 部 坐标 系 ( 驴 ，…,x*) 中 的 坐标 . 关系 式 
(3,. 17 ) 称 为 在 局 部 坐标 变换 下 切 向 量 吉 的 坐标 变换 的 张 量 规则 . 

定义 2 推广 了 曲面 上 曲线 的 切 向 量 的 坐标 概念 . 那些 坐标 变化 的 规则 (3. 16) 
是 流 形 上 切 向 量 坐 标 变换 的 张 量规 则 (3. 17 ) 的 特殊 情形 . 并 卫 , 光 滑 流 形 上 的 每 
一 条 光滑 曲线 的 每 一 点 具有 定义 2 意义 下 的 切 向 量 . 我 们 把 这 个 重要 性 质 叙 述 为 


62 第 三 章光 清流 形 ( 一 般 理论 ) 


命题 

命题 1 设 加 是 光滑 流 形 ,y:( -1,1) 一 是 区 间 ( -1,1) 到 流 形 玉 的 光滑 映 
射 , 则 使 点 P， =y(0) 的 邻 域 中 的 每 一 个 局 部 坐标 系 ( 只 ,ar ) 对 应 一 组 数 
( 委 (y00),…, 志 (y(D))】 的 对 应 是 定义 2 意义 下 的 切 向 量 


为 证 明 命 题 1, 只 要 验证 坐标 变换 的 张 量 规则 (3. 17) 即 可 , 设 蔓 = 

名 (7(D) | ,这 里 ( 咏 ,…, 芭 ) 是 流 形 可 上 点 局 的 邻 域 中 的 局 部 坐标 系 那么 
对 两 个 局 部 坐标 系 , 得 到 

=xt(yD)) | 


=) ,yD)) | 


= 品 (y(D) 间 (yD))| = 5 3 可 (pp)&， 


这 就 是 张 量规 则 (3. 17) 命题 证 毕 . 
于 是 ,在 命题 ! 中 指出 的 对 应 很 自然 地 称 为 曲线 y 的 切 向 量 或 曲线 y 的 速度 


向 量 . 曲线 y 的 切 向 量 将 表示 为 呈 (t ) 或 7()， 
3.3.3 切 空 间 Tn(M) 


流 形 W 上 固定 点 P 的 所 有 切 向 量 的 集合 称 为 流 形 MM 在 点 P, 的 切 空间 . 这 个 
集合 用 7w (M) 表示 , 每 一 个 切 向 量 志 es Tn(W ) 由 其 在 一 个 固定 坐标 系 中 的 坐标 唯 
一 确定 实际 上 ,车 给 我 们 一 组 数 (7 ,…,7") ,并 且 把 这 组 数 当 作 是 在 固定 的 局 部 
坐标 系 ( 允 ，…,x ) 中 所 求 切 向 量 的 坐标 , 即 下 = 闪 ,那么 对 给 出 整个 切 向 量 来 
讲 , 必 须 确定 出 它 在 每 一 个 局 部 坐标 系 (x!，,…,x*) 中 的 坐标 . 为 此 , 设 

总 = 三 强 ( jy 
所 得 到 的 坐标 应 训导 林 的 出 (3 17); 
六 过 = ss 2 (py 


> Se EA 


kk 
因为 2 (Pu) = 和 i 
xp 3 


所 以 关 妆 式 (3 17 ) 恒 等 地 满足 . 
于 是 ,我 们 已 建立 了 流 形 W 上 点 Po 的 所 有 切 向 量 的 集合 由 它们 在 一 个 固定 
局 部 坐标 系 中 的 坐标 来 唯一 地 描述 . 因而 整个 切 空间 7r( 于 ) 与 算术 向 量 空间 R" 
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可 视 为 同一 空间 . 这 就 是 说 , 切 空间 Tm( ) 可 以 具备 线性 空间 的 结构 .75 (MM) 中 
的 线性 空间 的 结构 不 依赖 于 点 P, 邻 域 中 局 部 坐标 系 的 选择 . 即 下 面 的 命题 是 正 
确 的 . 

命题 2 切 空间 76,(MM) 中 向 量 的 加 法 运算 和 数 乘 向 量 的 运算 不 依赖 于 流 形 
导 在 点 Po 邻 域 中 的 局 部 坐标 系 的 选择 . 

证 明 ”验证 命题 的 正确 性 是 基于 切 向 量 坐 标 变换 的 张 量 规则 (3. 17) 的 线性 
性 . 


3.3.4 函数 的 方向 导数 


还 有 一 种 表示 流 形 W 上 切 向 量 的 方法 ,就 是 把 流 形 W 的 切 向 量 想像 为 光滑 函 
数 的 微分 运算 - 
定义 3 设 PoeM,ée7(),y(!) 是 过 点 书 的 光滑 曲线 ,y(5) =P 并 且 
它 在 点 证 的 切 向 量 等 于 专 设 /是 流 形 NM 上 的 光滑 函数 . 称 数 
AyD) hee = 专 ( 帮 (3.18) 
为 函数 / 沿 闭 切 向 量 & 的 导数 . 求 导数 的 运算 称 为 函数 / 沿 着 向 量 微分 . 
定理 1 设 (x'，,…,x") 是 流 形 必 上 点 P= (地 ,…, 吉 ) 的 邻 城中 的 局 部 坐标 
系 才 = (如,…,") 是 流 形 以 在 点 P, 的 切 向 量 f=f(x'，…,**) 是 点 P, 的 邻 域 中 由 
局 部 坐标 (xl ,…,x") 表 示 的 光滑 函数 .于 是 
8 = 了 六 (3.19) 
因此 ,导数 的 定义 (3. 18) 不 依赖 于 曲线 y 的 选择 ,而 (3. 19) 的 右边 的 部 分 不 依赖 
于 局 部 坐标 系 的 选择 . 
证 明 “把 过 点 P 的 曲线 y(1) 表 示 为 坐标 形式 :y(1) = (zz(),…,x"(1)). 则 


按 曲线 之 切 向 量 的 定义 ,全 (5) = 于 是 
-出 BE 
sD = 有 0) BD) | 
> ff, a ) de > Of a 
= 六 人) 本 | = 守 站 人 到 


定理 证 毕 , 
光滑 函数 沿 着 切 向 量 专 的 微分 运算 有 下 面 两 个 性 质 ; 
1” 沿 着 向 量 志 的 微分 运算 是 线性 的 , 即 若 和 & 是 两 个 光滑 函数 ,而 和 ,py 是 
两 个 任意 的 数 , 则 
(M+p8) =AE(N tut (8); 
2。 沿 着 向 量 # 的 微分 运算 满足 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 : 


i 4 1 
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若 f 和 8 是 P。 邻 域 中 的 光滑 函数 , 则 函数 和 & 的 乘积 有 如 下 公式 : 
8) = 成 zo mx) 去 (B) +E(f) g(x0, ,x0): (3.20) 

我 们 给 出 一 般 的 定义 . 

定义 4 设 有 运算 4, 它 使 光滑 流 形 W 上 的 C" 类 的 每 一 个 光滑 函数 了 对 应 于 
数 4(1) ,并 且 后 者 满足 性 质 1* 和 2 , 则 称 4 为 点 P。 eM 的 微分 运算 . 

定理 2 设 信 是 C” 类 光滑 流 形 ,Pe M 是 任意 点 ,4 是 定义 4 意义 下 的 微分 
运算 . 则 运算 4 与 点 Po 的 沿 着 某 个 (唯一 的 ) 切 向 量 的 微分 一 致 

证 明 我 们 将 在 点 Po 邻 域 的 某 个 局 部 坐标 系 (x',…,x") 中 寻求 切 向 量 而 表 
示 成 坐标 行 的 形式 . 这 时 可 把 所 有 光滑 函数 表示 为 变量 (x',… ,x") 的 函数 的 形式 
我 们 证 明 两 个 辅助 的 引 理 . 

引 理 1 任 一 C” 类 光滑 函数 /(x',…,x") 可 表示 为 


eR RE DY Ee (eh) + 


过 hy(# yee) (eh) (vt), (3.21) 


其 中 如 (x'，…,x") 是 C” 类 光滑 函数 . 
证 明 我 们 写 出 恒等式 


CR LA OE 生 有 大 二 (全 一 允 )， 交 + - 驹 )) 才 ， 

并 在 积分 号 下 关于 1 进行 微分 

Ey 二 袜 ( 洒 - 帮 (ae 全 2) 
其 中 ， S 

(3 
现在 应 用 公式 (3. 22) 到 函数 及 (x ,sx") 本 身 ,得 到 ， 

hi(w ees ) = h(x 0) + (tw)hs(xl ,esx). (3.24) 
将 (3.24) 代 入 (3.22) 中 ,并 考虑 到 (3.23)， 

LC LC 


> (x x0) (和 一 二) 和 ,ee ): 


引 理 2 设 /.g 是 流 形 W 上 的 两 个 光滑 函数 ， 满足 大 可) =g(Po) =0, 则 对 点 
Po 的 任何 微分 4, 等 式 4(jg) =0 成 立 . 

证 明 由 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 (3. 20) 立 刻 得 到 . 

现在 ,我 们 转 到 定理 2 的 证 明 . 把 函数 /表示 为 (3. 21) 的 形式 ,并 在 其 两 边 进 


= s 由 


3.3 切 向 量 ” 切 空间 的 


行 微分 运算 4 由 于 运算 是 线性 的 ,得 到 
40D =)400D + 并 (hs) A od) 证 


BA —x0) (t —0) h(x ,x )). (3.25) 
我 们 指出 ， 对 于 等 于 1 的 常数 函数 ,4(1) =4(1.1) =4(1) .1+1.4(1) = 
24(1) =0. 其 次 ,在 (3. 25) 的 最 右 端 和 式 中 ,表示 为 两 个 函数 (x 一 x*5) 和 (x 一) 
心 (xxz") 乘 积 的 每 一 个 被 加 项 ,在 点 P, 这 两 个 函数 都 变 为 0. 所 以 根据 引 理 
2,4((x 一 0)(v 一 芭 )hy(x',…,x")) =0. 于 是 ， 


40D = BEA 0). 


所 以 令吉 =A(x -加 ) ,我 们 得 到 这 样 的 向 量 =(#' ,… ,6") ,使 
A(f) = 用. 
定理 证 毕 . 
把 在 某 个 局 部 坐标 系 (x',…,x") 中 求 偏 导数 的 运算 看 成 光滑 函数 的 微分 的 例 


子 根据 定理 2, 运算; 是 一 个 切 向 量 ,其 坐标 为 (0,…,1，……,0) ,这 里 1 在 指标 为 
人 的 位 置 上 , 因此 切 向 量 人 构成 切 空间 7 (W) 的 基底 ,而 所 有 的 切 向 量 志 = 
(8 全) 可 分 解 为 线性 组 合 二 = 人 证 


3.3.5 切 丛 

流 形 W 在 点 P, 的 所 有 切 向 量 的 集合 Tz (MM) ,如 我 们 已 经 知道 的 ,是 与 流 形 
对 维 数 相同 的 线性 空间 . 流 形 W 的 所 有 切 向 量 的 总 和 表示 为 并 山 ， 7Tm(H) 这 个 
空间 记 为 7( MM) ,并 称 为 流 形 W 的 切 从 . 

考虑 下 面 的 例子 ;圆周 5' CR*. 在 图 3.9 上 指出 了 圆周 在 点 P。 和 Qu 的 两 条 
切线 和 有 共同 终点 的 两 个 切 向 量 专 和 好 所 以 ,为 使 切 从 7( S ) 表 示 成 安置 在 欧 氏 
空间 中 的 拓扑 空间 ,必须 转移 到 三 维 空间 R 中 , 并且 把 圆周 的 切线 相对 于 平面 
(x,7) “转动 ”一 个 角 , 以 使 它们 不 再 相交 (参看 图 3. 10). 这 时 切 从 7(3 ) 变 为 单 叶 
双 曲 面 (几何 的 柱 面 ). 同时 失去 了 切 空间 Tm( S ) 紧密 接近 "于 圆周 的 性 质 . 我 们 
好 像 “ 脱 离 "* 了 圆周 的 切线 并 “忘记 "了 “纤维 "应 当 切 于 圆周 S'. 为 使 zu(S1) 与 中 
相 切 的 性 质 不 失去 ,并 且 使 不 同 “ 纤 维 " 不 相交 ,可 以 将 切 众 嵌 人 RR 的 方法 作 不 大 
的 改变 . 这 不 是 在 整个 圆周 5 上 能 够 做 到 的 ,而 仅 在 它 的 一 部 分 弧 上 可 能 做 到 .我 
们 把 弧 作 为 螺旋 线 嵌入 R? 中 ,这 时 螺旋 线 的 切线 不 相交 ( 图 3. 11). 
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图 3.9 图 3.10 


我 们 考察 力学 的 某 些 例子 ,这 些 例 子 说 明 为 了 描述 力学 的 体系 ,研究 非 平 凡 的 
流 形 以 及 它 的 切 从 是 适宜 的 . 


图 3.11 图 3.12 


例 1 考察 摆 的 平面 运动 , 即 用 铵 链 固 定 其 一 端的 刚体 杆 ( 图 3. 12), 这 时 杆 
的 位 置 由 一 个 参数 确定 ,此 参数 就 是 杆 的 轴 和 铝 垂 线 之 间 的 角 w 因此 , 杆 的 所 有 
位 置 的 集合 是 圆周 8 . 一 切 位 置 的 集合 称 为 构 形 空间 . 

考察 两 个 尔 链 的 所 一 一 两 个 用 镑 链 连 接 的 杆 (图 3. 13). 摆 的 位 置 由 两 个 角 
1 和 yp 确定 ,而 所 有 的 位 置 的 集合 表 为 二 维 的 环 面 “=5' x 5'. 图 3. 14 表示 了 
另 一 个 系统 ,在 这 系统 里 , 构 形 空间 是 嵌入 R’ 中 的 环 面 . 


图 3.14 
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例 2 在 力学 中 ,通常 用 参数 组 来 描述 一 个 力学 系统 的 运动 . 这 组 参数 描述 系 
统 的 位 置 和 其 各 部 分 速度 的 状况 . 考虑 到 速度 的 力学 系统 的 所 有 位 置 的 集合 称 为 
相位 空间 . 那么 相位 空间 自然 地 等 同 于 构 形 空间 的 切 丛 例如 , 若 质点 在 二 维 球面 
上 上 以 常数 模 的 速度 运动 ,那么 相位 空间 在 此 情况 下 将 是 由 等 长 切 向 量 组 成 的 切 丛 
的 子 集 ， 

例 3 也 有 构 形 空间 和 相位 空间 的 更 复杂 的 例子 , 例如 ,考察 具有 固定 点 的 刚 
性 立体 . 它 在 R 中 一 切 可 能 的 位 置 可 用 下 面 的 方法 来 描述 , 在 刚体 上 固定 三 个 规 
范 正 交 向 量 e1,e;,e3, 始 点 在 固定 点 . 那么 ,具有 固定 点 的 刚体 的 任何 位 置 唯一 地 
由 这 三 个 向 量 6 ,e;,e; 在 R 中 的 位 置 给 出 ,这 样 构 形 空间 可 等 同 于 R 中 所 有 规 
范 正 交 基 集合 的 连通 分 支 . 


3.4 子 流 形 


3.4.1 光滑 映射 的 微分 


定义 1 设 / :Mi 一 M, 是 光滑 流 形 的 光滑 映射 . 0,=/( Po) ,在 Po 及 f(P,) 的 
邻 域 的 局 部 坐标 系 中 ,由 映射 了 的 Jacobi 矩阵 所 定义 的 切 空间 ?mw (对 ) 到 切 空间 
To,( M;) 的 线性 映射 称 为 光滑 映射 /在 点 Pe M, 的 微分 dr 5 

微分 dr, 的 定义 二 ,不 依赖 于 点 Pu s M, 和 Qu < M, 的 邻 域 中 的 局 部 坐标 系 的 
选择 . 为 了 说 明 这 一 点 ,只 要 用 光滑 流 形 微分 的 术语 将 定义 1 改写 一 下 就 可 以 了 ， 
在 这 个 术语 中 根本 没有 任何 局 部 坐标 参与 . 

引 理 1 设 / :Mi 一 M, 是 光滑 映射 (Po) =0o,6 eTr(MMi) 是 流 形 M 在 点 Po 
的 切 向 量 ,mw = dv( 专 ) 是 流 形 MM, 在 点 Qo 按照 定义 1 的 意义 的 切 向 量 . 则 对 流 形 
折 ， 上 的 任何 光滑 函数 g, 下 列 关 系 式 被 满足 

n(g) =é(g°). (3.26) 

关系 式 (3. 26) 的 验证 在 任何 坐标 系 中 进行 就 可 以 了 . (3. 26) 的 右边 不 依赖 于 
局 部 坐标 系 的 选择 . 由 此 知道 左边 部 分 也 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选择 . 

引 理 2 ”如果 y=y(?) 是 流 形 Wi 上 通过 PP,7(m) =Po 的 曲线 震 是 曲线 7 在 
让 点 的 切 向 量 , 在 映射 :M, 一 Ms 时 ,m= df, ( 专 ) 是 曲线 7 的 像 Ay(t)) 的 切 
向 量 . 

此 引 理 可 在 流 形 Wi 和 Mi 的 某 个 局 部 坐标 系 中 直接 验证 . 

例 1 把 光滑 函数 y= 甩 *) 看 作 流 形 间 的 光滑 映射 三 :及 ' 一 "R'. 于 是 按照 定义 
1, 微 分 就 是 由 T.(R') =R' 到 7 (R') =R' 的 线性 映射 , 即 刀 = 户 (xz) 志 在 数学 分 
析 中 ,函数 妃 *) 的 微分 理解 为 函数 了 增 量 的 线性 部 分 , 它 是 两 个 独立 变量 (zx 和 必 ) 
的 函数 :dy = 有 (x)dx. 因此 , 令 几 =&,dy =, 我 们 得 到 概念 是 一 致 的 . 


i } Ei 
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例 2 考察 n 个 独立 变量 的 光滑 函数 =f/(x',…,x"). 与 一 个 变量 的 函数 一 
梯 , 把 它 表示 为 流 形 的 光滑 映射 :R*_+R'. 于 是 映射 /的 微分 是 切 空间 的 线性 映 
射 fsT% (RR") = RsTA(RI) =R', 这 里 Py = (台地 ) ,Qo = 号 va). 微 
分 和 在 局 部 坐标 中 由 公式 习 = 站 站 给 出 . 另 一 方面 卫 数 /的 微分 是 西数 / 
的 增 量 的 线性 部 分 , 它 是 两 组 独立 变量 (x ，…,x") 和 (de1，…,de") 的 函数 : 
dy=df(x! ,*…,x") = 疡 六 (2 


邻 如 =dx' ,= 弛 ,我 们 得 到 函数 的 微分 与 它 作为 流 形 的 映射 的 微分 这 两 个 概念 是 
一 致 的 . 此 外 ,微分 df 的 矩阵 是 映射 / 的 Jacobi 矩阵 ,而 从 另 一 方面 也 是 函数 7 的 
梯度 gradf; 这 样 / 的 梯度 就 是 在 规定 的 坐标 系 中 微分 的 矩阵 df 很 清楚 ,在 坐标 
变换 时 函数 /的 梯度 的 分 量 也 将 改变 . 

例 3 考察 光滑 函数 /=f(x'，,…,x") ,并 设 Po=( 双 ,…,%) 是 函数 /的 极 值 
点 ,于 是 分 析 中 一 个 定理 说 ,这 时 grad jj =0. 在 我 们 的 术语 中 ,这 就 是 说 ,df =0. 
这 个 结论 推广 到 任意 流 形 的 情形 : 若 在 点 Ps e M 光滑 函 教 三 达到 局 部 极 大 值 ， 
则 df =0， 

这 种 情况 在 流 形 的 理论 中 得 到 新 的 盖 明 . 在 欧 氏 空间 的 区 域 中 ,总 是 存在 这 样 
的 光滑 函数 ,使 其 梯度 在 每 一 点 不 为 0,gradf 和 0, 而 对 光滑 流 形 来 说 已 不 是 这 样 . 
例如 ,在 二 维 球面 5 上 ,对 所 有 的 光滑 函数 /来 说 ,其 微分 df 至 少 在 两 点 为 0: 函 数 
/的 极 大 值 点 和 极 小 值 点 . 一 般 来 说 , 若 M 是 紧 臻 光滑 流 形 ,那么 对 所 有 的 光滑 函 
数 户 使 微分 太 等 于 0 的 点 不 少 于 两 点 . 图 3. 15 表示 在 二 维 球 中 上 的 “高 度 "函数 
微分 的 性 状 . 而 图 3. 16 是 在 环 面 下 上 的 “高 度 "函数 . 


图 3.15 图 3.16 


例 4 f:R" 一 R”" 是 线性 映射 ,这 个 映射 用 坐标 可 写 为 矩阵 的 形式 
Y=AX, 


i 
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人 二 

那么 ,很 明显 ,映射 了 的 Jacobi 矩阵 (也 就 是 微分 di, ) 就 是 矩阵 4. 换 句 话说 ， 
df (CE) =/(&). 其 实 这 是 不 奇怪 的 . 若 把 微分 if, 也 想像 为 在 许多 自 变 量 情况 下 映 
射 增 量 的 线性 部 分 ,那么 ,得 到 AZ =4(X+AXY) -AX=AAX. 于 是 , 增 量 AY 本 身 佰 


等 地 与 其 线性 部 分 一 致 于 是 线性 映射 的 微分 不 依赖 于 点 Po e R". 
3.4 2 映射 的 局 部 性 质 和 微分 

定义 2 设 f :MM 一 M, 是 光滑 映射 . 若 映射 的 微分 Wis; Tm (Wi 一 Tou(W:)， 
0Q。 =f( Po) ,是 满 同 态 0, 即 映射 到 整个 空间 Tu ( M,) 上. 则 称 点 Pi e Wi 是 映射 了 
的 正则 点 . 若 原 像 /“"( 0,) 中 所 有 的 点 P, 都 是 映射 /的 正则 点 时 , 则 称 Oo e M, 为 
映射 了 的 正则 点 . 

下 面 的 定理 是 3.2 中 定理 2 的 推广 . 

定理 1 设 [: MM 一 M, 是 光滑 流 形 的 光滑 映射 ,0。e M, 是 映射 了 的 正则 点 , 则 
原 像 Wi = 广 (0o) 是 光滑 流 形 ,dimM; = dimM, - dimM,. 此 外 ,可 以 取 Wi 上 的 某 些 
局 部 坐标 作为 流 形 M, 的 局 部 坐标 . 

证 明 为 证 明 W; 是 流 形 , 在 每 一 点 P。e M; 的 邻 域 中 应 用 3. 2 的 定理 2 即 
可 , 我 们 得 到 ,每 一 点 P。e M, 容许 有 邻 域 UP 同 胚 于 欧 氏 空间 R"…" 的 区 域 ,这 
里 n=dimMi ,m=dimM, 此 外 ,可 以 取 流 形 M, 在 点 Po 的 邻 域 的 局 部 坐标 (% ,，…， 
x*) 中 的 菜 (n - m) 个 坐标 作为 邻 域 U 中 的 局 部 坐标 : 车 这 些 坐 标 是 (x ，…， 
zx"") ,那么 其 它 的 坐标 (* ) 在 M 上 可 表示 为 (x*”,…,x"…") 的 光滑 函数 . 由 此 得 
到 MM, 是 光 清流 形 . 实际 上 , 设 (y',…,y") 是 流 形 ML 上 的 另外 的 坐标 系 ,(y'，…， 
7"") 构 成 MM 上 的 局 部 坐标 系 . 则 

六 = 六 (ai 


= (ev) (ee)) 


是 光滑 函数 . 定理 证 毕 . 

定义 3 设 / ;MM, 一 M, 是 光滑 映射 . 若 在 每 一 点 Pe Wi 微分 df: 7; (MM) 一 
TVm (MM ) 是 态 同 胚 @, 即 是 到 自己 的 像 的 双方 单 值 的 映射 , 则 称 映 射 / 为 漫 入 , 此 
外 ,如 果 映 射 /双方 单 值 地 映射 M, 到 它 自己 的 像 f(M,) 上 ,并 且 f( MM ) 是 闭 集 @， 


外 ”原文 为 3mawop 中 sw 一 一 译注 . 

加 ”原文 为 monomop 中 wm 一 一 译注 . 

加 ”有 的 书 中 无 作 M,) 是 闭 集 的 条 件 ,而 有 此 条 件 时 则 称 为 正则 子 流 形 ,这 里 的 子 流 形 即 正则 子 流 
展 一 一 译注 . 
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则 映射 称 为 是 铸 入 . 这 时 像 用 MW,) (就 如 同 if 一样 ) 称 为 流 形 M, 的 子 流 形 . 

例 5 根据 定理 1, 映 射 六 以 ,一 M, 的 正则 点 的 原 像 是 子 流 形 . 实际 上 ,可 以 取 
外 围 流 形 M, 的 某 些 局 部 坐标 作为 M, 的 局 部 坐标 系 ,那么 在 局 部 坐标 中 , 恒 等 映 
射 pM 一 Mi 为 


=0 (a) 
所 以 Jacobi 矩阵 de 中 包含 了 单位 方 阵 块 . 于 是 rank dy =n -m, 即 dp 是 态 同 胚 . 
例 6 考察 映射 /:5' 一 R*, 它 由 公式 f(y) =|cos w,sin 2p| 给 出 . 速度 向 量 等 


Fe | -sin p,2cos2 p| ,并 且 在 任何 点 不 等 于 0, 即 ? 
Jacobi 矩阵 的 秩 等 于 1. 所 以 是 漫 人 (参看 图 3. 17). 5 
图 3.17 中 撕 绘 的 曲线 是 双 叶 玫瑰 图 的 一 种 ,并 且 可 能 


于 示波器 上 在 垂直 和 水 平 扫描 正弦 曲线 的 信号 时 图 3.17 
得 到 ， 


3.4.3 流 形 在 欧 氏 空间 的 杠 入 


我 们 在 本 段 中 介绍 惠 特 尼 (H. Whitney ) 定 理 :任何 紧 致 流 形 都 可 看 作 足 够 大 
维 数 的 欧 氏 空间 的 子 流 形 . 
定理 2( 惠 特 尼 弱 性 定理 ) ” 设 M 是 光滑 紧 致 流 形 . 则 存在 嵌入 p: N 一 R”,N 
为 适当 选择 的 维 数 . 
证 明 设 {U。161 是 有 限 图 册 . (xs，…x3) 是 图 0。 中 的 局 部 坐标 系 . 不 失 一 
般 性 ,可 以 认为 图 U, 同 胚 于 半径 为 1 的 球 D"CR", 而 且 , 坐 标 (x!,… ,x ) 实现 了 
图 U 到 球 D" 的 同 胚 p。 其 次 ,可 以 认为 球 D" 在 R" 中 ,并 且 不 包含 坐标 原点 , 借 
助 于 R" 中 的 平行 移动 ,这 是 可 以 做 到 的 . 进一步 , 设 D'CD" 是 与 球 六 有 同一 球 
心 ,而 半径 小 于 六 的 球 ,而 且 , 开 集 VU, =ps"(D?) CU 覆盖 了 流 形 M. 设 f 是 R" 
上 的 光滑 函数 ,在 D' 上 便 等 于 1, 并 且 supp fcCD". 设 
ee(P))x(P) ,PE 了 
x =f PeU.. 
显然 ,Pe Ui 时 ,ys(P) =xs(P). 我 们 得 到 光 清 函数 组 1y,(P)1 ,共有 = 碟 个 函 
数 , 这 组 函数 共同 实现 了 流 形 M 到 欧 氏 空间 R" 的 映射 g:g(P) = [7:(P)| eR". 
我 们 来 证 明 , 映射 g 的 微分 的 秩 , 在 每 一 点 都 为 n. 设 Pe 拓 是 任意 一 点 ， 
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U3P,(w,，,…, 民 ) 是 局 部 坐标 系 . 映射 g 在 P 点 的 Jacobi 和 矩阵 ,在 局 部 坐标 系 
[sx] 中 由 偏 导数 {9Yys(P)/3x,} 组 成 .特别 ,车 B=a, 则 有 
ays Ort 了 
天 = (P= 
即 & 的 Jacobi 矩阵 含有 n 阶 单位 矩阵 块 ,于 是 rank dg =n. 
于 是 映射 g 是 浸 人 . 为 使 映射 g 为 诬 人 ,必须 使 不 同 的 点 也 和 0 变 为 不 同 的 
点 g(P) 和 g(Q). 
作 新 的 映射 
Bg(P)=|y(P) (pe(P)) eR 
它 与 8 一样, 是 浸 人 . 现 设 P 和 0Q,Pz#0, 是 流 形 上 两 点 . 考察 使 yp。(P)) =1 的 数 
车 fpa(0)) <1, 则 5(P) 关 5(0); 若 fo(O)) =1, 则 庆 (P) = 洲 (P)， 
兴 (O) = 大 (0Q) ,这 就 是 说 对 某 个 ,坐标 (x，…,x*) 中 及 (P) x:(0), 即 8(P) 
x&( 0). 于 是 映射 g: M 一 R"*' 是 互相 单 值 的 漫 人 , 即 柑 入 . 定理 证 毕 . 
于 是 ,任何 光滑 流 形 M 都 可 看 作 欧 氏 空间 R” 中 作为 子 流 形 的 嵌入 ,此 欧 氏 空 
间 RY 有 足够 大 的 维 数 .实际 上 , 欧 氏 空间 R" 的 维 数 本 质 上 可 以 降低 . 例如 ， 
R"*' 中 的 球面 5",R” 中 的 环 7. 射影 平面 RP? 不 能 装 人 R? 中 ,但 能 能 人 到 R: 中 . 
事实 上 , 设 (x1:%*:%) 是 点 P 在 RP: 中 的 齐 次 坐标 . 设 


2 2 2 
ye 和 入 = 2 和 好 
pe ] 24 人 2 2， 
和 二 X1 十 邓 + 双 好 十 双 十 双 
y= XIX 六 XaXy = 1 
> 214. =- 了 2 yy 
寻 二 说 二 好 + 2 十 区 


得 到 映射 
Bg: RP2 一 Re ,5(P) =g(x: %2: xs) 
Sy 
实际 上 ,映射 g 的 像 在 由 方程 y +y +y =1 给 出 的 线性 子 空间 RCRs 中 . 
3.4.4 流 形 上 的 歼 曼 度量 


现在 ,可 以 给 出 流 形 上 的 黎 曼 度量 的 一 般 概念 , 它 的 特殊 情况 ,在 前 面 已 考 
察 过 . 
在 光滑 流 形 M 的 每 一 个 切 空间 7,( MM) 中 ,给 定 的 正定 数量 积 族 岂 做 葡 曼 度 
量 . 车 在 固定 点 P 的 邻 域 的 坐标 系 (x',…,x*) 中 , 则 在 7s( 屠 ) 中 也 给 出 坐标 
(后 ) .在 坐标 系 ( 纪 ,…, 二 ) 中 ,数量 积 由 非 退 化 的 度量 矩阵 C = (8) 所 确 
定 , 它 依赖 于 点 . 在 变 为 新 的 坐标 系 (y ,…,7) 时 ,矩阵 按 规 则 


,(P) = 5 arpP) 到 
Si(P) = FBP) or(P) GTP) 
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变化 ,这 里 6'=(g;(P) ) 是 在 新 的 坐标 系 (7 ,…,y") 中 的 数量 积 和 矩阵 . 

定义 4 光滑 流 形 M 的 每 一 点 P 的 切 空间 7r(W) 中 一 非 退化 的 正定 数量 积 
族 ,并 且 数 量 积 和 矩阵 在 局 部 坐标 系 中 是 局 部 坐标 的 光滑 函数 , 则 称 此 数量 积 为 光滑 
流 形 W 的 黎 受 度量 . 

度量 可 以 作为 对 应 给 出 ,对 图 U, 的 每 一 个 坐标 系 (x。，…,*) ,对 应 于 图 U。 
中 的 矩阵 值 的 光滑 函数 C"(P) = (如 (PP) ) ,满足 : 

1° 矩阵 6"(P) 是 对 称 的 和 正定 的 ; 

2° 系数 gy(P) 按 下 面 的 规则 变换 


. 8 xl 
已 ee ef 
G(P) = eeP) .7) EA (3.27) 


这 里 ,Pe UnUs 车 志 = (如 :名 ) ,=( 贡 ,…, 吉 ) 是 两 个 切 向 量 ,那么 洛 涩 的 
数量 积 表示 为 
(#7) = SYP)Eam 

下 面 ,我 们 在 流 形 上 引进 一 般 的 歼 曼 度量 的 结构 . 

设 / :MM 一 MM, 是 流 形 MM, 到 流 形 hf 的 光滑 的 嵌入 ,dimMi =m, dimM, = 在 
流 形 M, 上 定义 了 黎 曼 度量 ,此 黎 曼 度 量 在 图 有 | .| 中 由 一 套 撼 阵 函 数 | C*() = 
(G3(P)) | 给 出 . 

于 是 ,嵌入 /在 子 流 形 M,， 上 给 出 了 由 包围 流 形 M, 的 黎 曼 度量 所 产生 的 黎 曼 
度量 . 实际 上 ,不 失 一 般 性 ,可 以 认为 子 流 形 Mi 的 图 册 | V1 由 交 

V,=M NV, 
给 出 ,而 在 图 V, 的 局 部 坐标 为 | 交 | 1m 在 V 和 中 ,嵌入 /由 一 组 公式 
和 三 知 ( 和 2 

给 出 . 这 个 映射 的 Jacobi 矩阵 有 最 大 的 秩 

rank 2 =m=dimM,. 
流 形 1 的 度量 由 如 下 度量 矩阵 给 出 

(hs(P)) evan PeV,, 
其 中 

kk ‘ 

hs(P) (PP 这 (3.28) 

命题 1 (3.28) 给 出 了 流 形 MM, 的 袭 曼 度 量 . 

证 明 度量 本 (P) 的 对 称 性 和 正定 性 由 (3.28) 的 代数 性 质 得 出 . 现在 只 要 验 
证 满足 变换 规则 (3.27) 即 可 . 由 (3.28) ,有 


Ort 
Teesg(p 
Bye yo 0 


Buh dx axe axe 
axe are Oys Os 


hy(P) =ga(P) 
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Ja Da 
1 让) 3 
= (PF) 3 


因此 ,变换 规律 (3, 27) 得 到 满足 . 

推论 1 在 任何 紧 致 流 形 上 存在 黎 曼 度量 . 

证 明 我 们 提醒 一 下 ,由 命题 1 知 , 若 在 外 围 流 形 Mi 上 定义 了 黎 曼 度量 , 那 
么 在 其 子 流 形 M, 上 也 就 有 了 黎 曼 度量 . 

由 惠 特 尼 定理 ,问题 归结 为 在 欧 氏 空间 R" 上 构造 黎 曼 度量 . 由 于 R" 被 一 个 
图 所 覆盖 ,所 以 只 要 一 个 函数 G(P) ,Ps R" 就 可 以 了 . 可 以 取 G(P) =E,5 是 单位 
矩阵 作为 这 个 函数 . 因此 ,即使 在 RY 上 有 一 个 黎 曼 度量 ,那么 在 任何 紧 致 流 形 上 
同样 存在 黎 曙 度量 . 推论 证 毕 . 


习 题 


1 作出 环 7 到 R' 的 典 人 -. 

提示 环 个 是 由 7"' 关 于 轴 旋 转 的 超 曲面. 
2， 作出 57 x 天 在 R’ 中 的 能 人 - 

提示 在 R’ 中 找 出 同 胚 于 5 xRR 的 开 区 域 . 


3.4.5 Sard 定理 


在 上 一 段 中 ,我 们 表明 了 ,如 何 根据 微分 的 性 质 推出 光滑 映射 的 局 部 性 质 . 相 
反 , 在 某 些 情况 下 ,可 能 根据 映射 本 身 的 性 质 推出 微分 的 性 质 . 例如 , 若 /; M, 一 MM， 
是 光滑 同 胚 , 则 如 3. 3 的 引 理 2 中 已 经 表明 的 ,微分 4f : 7p( MM ) 一 Tnp (4 ) 是 同 
构 . 现在 ,我 们 考察 在 某 种 意义 下 是 定理 1 中 所 解决 的 相反 的 问题 . 设 /: Ml 一 M。 
是 流 形 MM, 到 整个 流 形 M, 上 的 光滑 映射 , 即 .FM ) = MM, ,这 样 的 映射 可 认为 是 类 
似 于 线性 映射 的 满 同 态 . 那么 ,可 以 提出 问题 :微分 4 : 7,( MM,) 一 Tp (MM,) 是 满 同 
态 吗 ? 可 惜 ,不 是 这 样 . 细 看 下 面 的 例子 . 设 M =M,=R',f :RR' ,f(x) = 中 ， 
xeR'. 则 /是 光滑 映射 ,并 且 f(R') =R' 但 是 ,在 点 x =0, 微 分 中 =0, 这 就 是 说 不 
是 满 同 态 . 而 在 其 他 一 些 点 ,微分 4f =3x*dx 是 满 同 态 . 从 考察 的 例子 中 ,可 以 预料 
到 所 提问 题 的 一 般 答 案 . 我 们 把 它 令 述 为 下 面 的 结论 . 

定理 3(Sard) 设 f:M, 一 Ms 是 紧 致 流 形 间 的 光滑 映射 , 于 是 ,映射 了 的 正则 
点 Qe MM 的 集合 6 是 处 处 稠密 的 开 集 . 

在 证 明定 理 3 之 前 ,考察 几 个 例子 . 

例 7 设 f:R' 一 R' ,f(x) =a= 常 数 .在 此 情形 下 ,微分 f 在 任何 一 点 都 不 是 
满 同 态 . 但 是 , 像 /(R') 由 一 点 a 组 成 ,就 是 说 ,按照 定义 ,所 有 的 点 ya 都 是 正则 
点 (因为 /7'(y) = 名 ). 于 是 正则 点 的 集合 是 处 处 稠密 的 开 集 , 
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例 8 设 /:R' 一 R' 是 有 限 的 光滑 函数 . 设 己 = |x: 记 (x) =0|. 集合 是 闭 集 
像 /(F) 是 紧 致 集合 ,并 且 是 由 所 有 的 非 正 则 点 组 成. 我 们 证 明了 () 无 处 稠密 . 若 
这 不 对 ,那么 具有 内 点 y sy(P) , 即 点 和 它 的 某 邻 域 一 起 在 f() 中 ,ye UC 
fF). 因为 上 是 有 限 的 函数 ,所 以 像 f(F) 在 某 个 区 间 的 像 /( [a,5]) 中 . 换 句 话说 ， 
证 明 当 严 =Fn[a, 扫 时 ,7) 无 处 稠密 就 足够 了 , 设 VF' 是 集合 "的 某 个 邻 
域 ,VC( -24a,24). 于 是 用 VY) 包 含 了 邻 域 以 就 是 说 ,可 以 找到 点 xeV, 使 (x) 的 
绝对 值 大 于 = = diam U/4a@ 缩小 邻 域 V, 得 到 点 列 mx e 严 . 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 
ao 到 ,此 时 广 (x)- 太 '(zo), 即 1 六 (2)|>e, 这 与 下 列 条 件 矛 盾 :在 点 me 
忆 CF (x0) =0. 

用 更 一 般 的 方式 叙述 定理 3 更 为 方便 :车 CM, 是 紧 臻 俩 ,由 非 正 则 点 组 成 ， 
则 集合 (下) 无 处 利 窗 . 我 们 指出 ,只 要 当 M, 是 欧 氏 空间 的 闭 圆 盘 邻 域 时 证 明定 理 
3 就 可 以 了 . 实际 上 ,用 有 限 图 册 U 覆盖 M, 并 取 VCV, CU,, 使 7 同 胚 于 欧 氏 
空间 的 贺 盘 , 设 6G。 CM, 是 映射 在 V, 上 的 正则 点 的 集合 . 则 交 6G= NG。 是 整个 映 
射 /的 正则 点 的 集合 . 车 G。 是 处 处 稠密 的 开 集 , 则 G 也 是 处 处 稠密 的 开 集 . 我 们 选 
取 较 细 的 图 册 以 ,使 像 FU。) 在 流 形 MM 的 一 个 图 W 中 , 那么 对 映射 /| U0。: 
以 一 在 V, 上 的 正则 点 证 明定 理 1 即 可 

实际 上 , 若 CC 是 映射 由 以 的 正则 点 的 集合 , 则 GU (M3\V(T,) ) 是 映射 
了:U, 一 MM, 在 V。 上 的 正则 点 的 集合 . 于 是 , 设 以 是 圆 盘 D" 在 R" 中 的 邻 域 ,/: 0 一 ， 
R" 是 光滑 映射 我 们 证 明 , 当 Zr my/-"(y) 由 正则 点 组 成 时 ,点 ye R" 的 集合 是 处 
处 稠密 的 开 集 . 

引 理 3 定理 对 m =1 时 是 正确 的 . 

证 明 设 FCD" 是 函数 /的 非 正 则 点 的 集合 . 于 是 /( 下 ) 是 紧 臻 的 ,并 且 包 含 
了 函数 /的 所 有 的 非 正则 点 , 我 们 证 明 R' VCF) 处 处 稠密 . 若 不 是 这 样 , 则 可 以 找 
到 区 间 VC ,固定 上 > mn, 并 考察 使 函数 /到 上 阶 (包括 上 阶 ) 的 所 有 偏 导数 等 于 
0 的 点 集 已 ， 那么 ,在 任意 点 ye F, 的 邻 域 中 把 函数 / 按 秦 勒 公式 展开 ,得 到 估计 
式 IKy) -f(x) 1<Clz -yl4, 而 且 常数 C 不 依赖 于 点 YE Fi 和 ze Dr 的 选择 . 这 就 
是 说 ,如 果 用 边 为 1/N 的 立方 体征 盖 集 合 (这 些 立 方 体 的 个 数 不 超 过 N ) ,那么 
像 /( F,) 被 一 些 区 间 覆 盖 ,而 且 每 一 个 区 间 的 长 度 不 超过 数 2(ya) C/N. 于 是 ,所 
有 这 些 区 间 长 的 和 不 超过 2(Yn) C/N-", 并 且 当 N-*a 时, 趋 于 0. 这 就 是 说 ,集合 
A(F,) 无 处 稠密 . 

集合 下 的 剩余 部 分 , 即 F\F, 可 表示 为 有 限 个 子 集 系 的 并 , 子 集 系 中 的 每 一 个 
子 集 都 在 由 下 列 方程 


人 @ diam 是 diameter( 直径 ) 的 缩写 一 一 译注 、 
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， 
tk 
Blo A 


之 一 所 给 出 的 子 流 形 中 . 事实 上 , 设 凡是 下 中 使 
= (3.29) 
ax Gxt 


xf 


成 立 的 点 的 集合 . 很 明显 ,FA\RF, =，,， J Ph- 另 一 方面 ,集合 Fu- 在 满足 条 件 
《3. 29) 的 点 组 成 的 子 流 形 Wi 上, 子 流 形 Wu 的 维 数 小 于 所 以 在 应 用 归纳 法 
时 ,可 以 认为 引 理 2 对 Wi 成立. 于 是 ,集合 /(F) 不 覆盖 区 间 , 就 是 说 可 以 找到 
邻 域 U, ,使 用 U) 不 覆盖 区 间 以 设 +… +1,=-1. 于 是 下. \Ui 在 流 形 
Mi 中 是 紧 致 集合 ,并 且 所 以 几 Fi \Ui) 不 覆盖 VYCU) , 即 f( FUF.) 不 覆 
盖 炙 于 是 ,有 这 样 的 邻 域内 RU， ,局 .本 ,使 所 局) 不 覆盖 区 间 VY. 所 以 集 


合 Fi WW 当下 + +l,=s 时 ,在 映射 /下 也 不 征 盖 差 集 VVY(FiU UU 。， 
i) 就 是 说 VC FLU,。 ,UFii) 不 覆盖 区 间 V. 在 有 限 的 步骤 内 ,我 们 得 到 


i 
儿 ) 不 覆盖 V. 引 理 证 毕 . 

应 用 引 理 2 对 m 用 归纳 法 来 证 明 对 函 数组 f: UR",D"CUJ(P) =(f/1(P)， 
…J"(P) ) 情 况 下 的 定理 3, 因 为 六 是 光滑 函数 ,所 以 根据 引 理 2, 函数 /的 正则 值 
的 集合 G1 是 开 集 ,并 且 在 R' 中 处 处 稠密 . 设 y eG ,N=(f') (好 ). 根据 定理 1， 
集合 NN 是 光滑 子 流 形 , 它 在 映射 下 映射 到 超 平面 R"…! 中 . 那么 , 当 且 仅 当 点 
(35,…,%9) 是 映射 /的 正则 点 时 ,点 (及 ,…, 宫 ) 是 映射 了 1， 的 正则 点 . 根据 归纳 法 
的 假设 ,关于 映射 /lw 是 正则 的 点 (总 ,…,%) 的 集合 在 R"… 中 处 处 稠密 ,于 是 , 关 
于 映射 /的 正则 点 的 集合 在 R" 中 也 是 处 处 稠密 的 . 为 证 明正 则 点 的 集合 是 开 集 ， 
我 们 只 需 指出 正则 点 的 原 像 六 mm 广 (7i,… 玖 ) 是 紧 致 的 ,并 且 在 其 每 一 点 ,映射 了 
微分 的 矩阵 的 某 个 子 式 不 等 于 0. 因此 ,对 任何 充分 近 的 点 ( 刀 ,… ,7 ) , 原 像 Dn 
六 (1) 在 集合 大 mn 广 (1，, 关 ) 的 充分 小 的 邻 域 中 , 即 所 指 的 那个 子 式 
不 等 于 0, 这 也 就 是 说 ,映射 了 的 正则 点 的 集合 是 开 集 . 定理 3 证 毕 . 

我 们 考察 光滑 映射 三: Mi 一 Ma ,dim Mi < dim MM, ,作为 Sard 定理 的 应 用 . 这 时 
任何 点 Pe M, 都 不 可 能 是 正则 点 . 这 就 意味 着 像 (MM, ) 在 15 中 无 处 稠密 . 特别 ， 
映射 /的 像 不 覆盖 流 形 M,. 

注 Sard 定理 可 推广 到 非 紧 致 可 分 离 流 形 . 但 这 时 正则 点 的 集合 不 必须 是 开 
和 集 , 而 仅仅 是 可 数 个 处 处 稠密 的 开 集 的 交 . 这 样 的 集合 称 为 G, - 集合 . 由 一 般 拓 扑 
学 知道 ,可 数 个 在 R" 中 处 处 稠密 的 开 集 的 交 总 不 是 空 集 ,并 且 是 处 处 稠密 的 . 因 
此 ,对 非 紧 致 流 形 正则 点 的 集合 不 是 空 集 ,并 且 是 处 处 稠密 的 . 
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4.1 平面 曲线 论 和 三 维 空间 中 的 曲线 论 


4.1.1 平面 曲线 论 Frenet 公式 


我 们 考虑 平面 上 的 笛 卡 儿 坐标 (*,y). 光滑 平面 曲线 y(1) 由 坐标 原点 0 发 出 


向 径 
r(t) =(xz(t) ,y(t)) 


给 出 , 提醒 一 下 ,具有 坐标 [二 ,二 的 向 量 称 为 曲线 y(1) 在 :点 的 速度 向 量 


v (4). 由 这 个 向 量 确定 的 直线 称 为 曲线 在 点 y(1) 的 切线 . 通常 ,我 们 假定 (+) 天 0. 
注意 ,在 速度 向 量 为 0 的 那些 点 ,光滑 曲线 可 能 受 折 损 ,我 们 将 考察 正则 曲线 , 即 速 


度 向 量 不 为 零 的 曲线 . 向 径 的 导数 有 时 用 点 或 后 表示 用 | 灾 人 | = le (1) | 表示 这 


度 向 量 的 模 (在 隐 氏 度量 下 ). 设 表示 册 线 上 菜 个 国定 点 到 变 点 的 虹 线 弧 攻 ;由 于 
点 沿 曲线 在 一 个 方向 上 运动 时 弧 攻 单调 增加 , 沿 着 曲线 可 以 取 弧 长 为 参数 . 这 个 参 
数 称 为 自然 参数 .写成 依赖 于 参数 。 的 向 量 函数 形式 的 曲线 方程 r(s) = (x(:) ， 
7(s) ) 称 为 曲线 的 自然 参数 化 

引 理 1 写成 自然 参数 的 曲线 ,其 速度 向 量 的 模 是 常数 并 且 等 于 工 

证 明 断言 由 弧 长 1 的 微分 公式 得 出 , 即 册 = 由 | 要 ( | 引 理 证 毕 

注意 ,在 正 则 光滑 出 线 的 每 一 点 , 迷 度 向 量 p(s) 不 为 0. 
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还 有 ,在 曲线 的 每 一 点 ,还 可 以 给 出 一 个 向 量 , 即 曲线 的 加 速度 向 量 :7 = 
4 人. 并 且 ,加 速度 向 量 (关于 自然 参数 ) 垂直 于 速度 向 量 


引 理 2 设 给 出 向 量 函 数 P(0) ,IP(0) 1= 1 那么 向 量 安 ( 引 各 直 于 向 量 p(1)， 
证 明 微分 恒等式 (p,p) =1, 得 到 


他 
引 理 证 毕 . 


于 是 , 取 自 然 参 数 的 光滑 曲线 Y(s) 的 每 一 点 ,自然 地 有 两 个 互相 垂直 的 向 量 ， 
一 个 是 速度 向 量 , 另 一 个 是 加 速度 向 量 , 加 速度 向 量 不 一 定 为 单位 向 量 , 假设 加 速 
度 向 量 不 为 0, 并 且 考察 单位 向 量 
即 * 归 范 加 速度 ”. 因此 ,得 到 沿 曲线 的 光滑 标 架 往 :(9 (s) ,m(s) ) , 称 为 Frenet 标 
架 或 Frenet 基 . 向 量 m(s*) 称 为 曲线 在 点 * 的 法 向 量 . 每 一 个 Frenet 标 架 平行 移动 
到 坐标 原点 0 以 后 ,唯一 地 确定 了 平面 绕 0 点 的 某 个 旋转 ;于 是 沿 曲线 的 标 架 场 
确定 了 xy(s) 到 正 交 矩阵 群 的 某 个 光滑 映射 , 即 到 平面 旋转 群 的 光滑 映射 . 在 下 面 
我 们 就 要 在 多 维 情况 下 研究 这 个 映射 的 性 质 . 


定义 1 设 光 滑 曲 线 取 自 然 参 数 , 量 k(s) = 


线 在 点 * 的 曲率 . 
按照 定义 ,立即 有 


dv(s) 
ds 


喜人 |( nj 速度 的 模 ) 称 为 


dr(s) 
六 
这 里 n(s) 是 曲线 在 点 :的 法 向 量 . 
定义 2 数 R(s) =1/k(s) 称 为 光滑 曲线 在 点 ;的 曲率 半径 . 
我 们 考察 一 些 简单 例子 ,平面 上 的 直线 是 线性 向 量 函 数 
(5) =x(0) +a s57(s) =7(0) +Bs, 
;是 自然 参数 . 这 里 , 数 a,p 应 满足 等 式 Vw + 大 =1, 因 为 s = (a,B) ,lo (5) 1=1. 
这 时 ,加 速度 向 量 < 加 蕊 恒 等 于 0, 从 而 直线 的 曲率 也 等 于 0. 相应 地 ,直线 的 曲率 
半径 等 于 无 穷 大 . 
我 们 考察 平面 上 半径 为 的 轩 周 ,加 周 的 参数 方程 为 


x(s) =x(0) Reos( 识 ),7(5) =7(0) +Resin( 计 }- 
直接 计算 得 到 圆周 的 曲率 是 常数 ,并 且 等 于 1/R, 而 曲率 半径 等 于 1/k=RR. 


=k(s)n(s), 
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但 是 在 许多 问题 中 ,曲线 的 方程 不 是 用 自然 参数 表示 而 是 以 某 个 任意 参数 
表示 的 ,因此 会 计算 用 任意 参数 表示 的 曲线 的 曲率 是 有 益 的 . 
定理 1 设 光滑 曲线 y(1) 以 1 为 参数 (不 一 定 是 自然 参数 ). 速度 向 量 v (在 
点 :不 等 于 0. 则 有 如 下 的 公式 
一 jz 


Ka) TO 
其 中 xszr,… 表 示 关 于 参数 ， 的 导数 
证 明 设 y(:) 的 参数 表示 为 r(t) = (*(0),7y(t)) ,速度 向 量 (+) = (x'(1)， 
(4) ) ;若是 自然 参数 , 则 对 任意 向 量 画 数 g(!) 有 


由 曲率 的 定义 得 到 
-| el: 
而 
Ad 9) .do 
到 ( 训 1 = 公 别管 (和 
dk 1 dt、 
ds 22 lv (2)1 
由 此 ,得 
-et 皮 zon) 
a 上- 二 和 | 
因为 
lr 2 ,7), 
所 以 
tr 
ee 有 
) rr 1) ye 
了 7 人” 四 人 = 人 人 ry ) 2 有 ( 全 )* 
由 此 ,得 
1 一 3 


C0 47) ) 
定理 证 毕 . 
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我 们 再 来 证 明 Frenet 标 架 向 量 的 导数 满足 简单 的 关系 式 , 即 所 谓 “ Frenet 

大 区 
定理 2( Frenet 公式 ) 车 光滑 曲线 用 自然 参数 表示 , 则 下 列 等 式 成 立 

(ks)n(s) ,要 = —k(s)v (s). 


证 明 ”Frenet 公式 的 第 一 式 直 接 由 曲率 (s) 的 定义 得 到 . 由 定义 知 (n(s)， 
Ats) ) =1 由 引 理 2, 有 


("0,209)) =0, Bs) <A(s)0(s), 


其 中 A(s) 是 s 的 某 个 光滑 函数 . 我 们 来 求 这 个 函数 . 将 恒等式 ( ,a) =0 对 s 求 微 
分 ,得 到 


由 此 ,hn,n) +《v ,Av)=0, 即 = -和 .定理 证 毕 . 
Frenet 公式 取 以 下 的 形式 
dy 
ds 0 ky 
dn -| -k oj 中 
ds 
此 关系 式 有 清楚 的 几何 意义 . 考察 s 点 的 标 架 w(s) = (9 (s),n(s)), 它 沿 有 曲线 
r(5) 从 点 变 位 到 无 限 邻 近 的 点 s + As( 图 4. 1). 将 标 架 
w(s+As) 平 行 移动 到 点 ,在 点 * 得 到 两 个 标 架 :w(s) 
和 w(s+As) ,而 且 w(* + As) 由 标 架 w(s) 转 动 无 限 小 ^ 
的 角 Ap 而 得 到 . 于 是 标 架 w(s) ,w(s + As) 由 正 交 变 换 no) 
w(s+As) = A(As)w(s) 相 联 系 , 其 中 4(A) = 
cosAp sinAg' 
(Sma ouA sj 把 西数 cosAp， sinAp 展开 成 关于 小 
增 量 Ay 的 级 数 , 并 略 去 Ag 的 二 阶 小 量 以 上 的 项 ,得 到 


Aen) = (0 1) +( -an ) 


rs)__Ws) 


即 
ols+hs) =o(5) +| jot) + 
由 此 
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加 
区 


tay 到 
4 _dp(s) 0 

ds 
这 里 p(s) 是 标 架 w(s) 关 于 平面 上 某 个 固定 标 架 的 转动 角 ( 譬如 说 ,关于 标 架 


(0) ): 同时 ,由 Frenet 公式 得 到 
d 0 k(s) 
和 -Li op 

比较 所 得 到 的 矩阵 ,可 以 看 到 K(s) = 各 (). 这 样 ,曲线 在 点 ;的 曲率 等 于 角 p(s) 


在 这 点 变化 的 速度 . 对 平面 曲线 来 说 ,给 定 函数 k(s) , 且 对 所 有 的 :, 只 要 《天 0, 就 
完全 确定 了 曲线 . 更 准确 地 说 有 下 面 的 定理 . 

定理 3 给 定 光滑 的 函数 k(;) , 且 对 所 有 的 s,a<s<4,k(s) 关 0, 则 在 平面 上 
存在 光滑 曲线 r(s) ,以 (s) 为 它 的 曲率 ,以 ;为 自然 参数 ;r(s) 除 平行 移动 和 正 交 


变换 外 是 唯一 确定 的 
证 明 考察 微分 方程 组 
dv(s) 
ds 0 k(s)Y/v(s) 
Es :(-w o js 
ds 


其 中 (s) 是 给 定 的 函数 . 因为 k(s) 0, 所 以 根据 微分 方程 理论 的 存在 和 了 一 性 定 
理 ,这 个 方程 组 有 解 (对 给 定 的 初始 值 有 唯一 解 ) ,此 解 在 整个 区 间 a<s <b 上 是 光 


滑 的 .于 是 ,可 以 考察 方程 史 G) =k(s)s (:). 根据 同样 的 理由 ,这 个 方程 在 给 定 初 
始 信 时 在 整个 区 间 a <s < 有 唯一 解 (验证 解 *=r(s) 是 所 求 的 曲线 1). 这 里 任何 


初始 值 可 以 用 平面 上 的 平行 移动 和 旋转 使 它们 相 重合 . 定理 证 毕 . 
条 件 4 闪 0 的 作用 如 何 ? 考察 光滑 曲线 , 它 的 曲率 函数 是 光滑 的 ,并 且 在 某 点 


s=s 时 ,曲率 以 及 曲率 的 所 有 阶 导 数 都 为 0. 这 种 曲线 的 
存在 性 从 定理 3 得 到 ,只 要 取 光 滑 函 数 4(*) ,使 得 它 以 及 总 
它 的 各 阶 导数 在 区 间 “<s<4 的 一 个 端点 a 或 上 都 为 


0. 那么 ,在 两 条 这 样 的 曲线 连接 起 来 ,而 在 它们 的 公共 端 “sn lt 
点 曲率 函数 以 及 其 所 有 的 导数 为 0 时 ,我 们 就 得 到 两 条 光 图 4.2 
滑 曲线 ,它们 有 相同 的 曲率 函数 ,但 不 是 全 等 的 (参看 图 4. 2). 


4.1.2 空间 曲线 论 Frenet 公式 


现在 考虑 建立 了 笛 卡 儿 坐 标 (z ,x**,…,x") 的 哆 氏 空间 R" 中 的 光滑 曲线 
(1), 即 7(4) = (2 (9 ,Y(t),…,x"(1)). 也 像 平面 的 情况 一 样 ,曲线 r(s ) 的 每 一 
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点 可 以 唯一 地 联系 基 个 Frenet 标 架 , 当 曲 线 的 自然 参数 。 变化 时 ,这 些 标 架 沿 着 曲 
线 光 清 地 变动 我 们 先 证 明 关 于 算 阵 本数 微分 的 辅助 论断 . 

在 短 阵 线性 空间 ,考察 光滑 曲线 , 即 单 参数 短 阵 能 4(0) ,这 里 :在 区 间 -a < 
4<a 上 变化 ,4() 是 (n xm) 短 阵 ,其 系数 是 :的 光滑 函数 假定 所 有 的 矩阵 4(4) 
( -wu<t<a) 都 是 行列 式 为 +1 的 正 交 和 矩阵 ,同时 4(0) =5,E 是 单位 矩阵 . 

引 理 3 用 六 =4(1) 1 表示 单 参数 正 交 答 阵 镜 4(1) 在 := Q 时 的 导数 , 即 夸 
是 由 形 如 2 和 全 | 。 所 组 成 的 短 阵 ,这 里 4(1) = (ai() )， 那 么 是 反对 称 红 阵 

证 明 每 一 个 正 交 和 矩阵 4(1) ,其 作用 像 等 子 ,这 个 算 子 保持 欧 氏 数 重 积 因 
此 ,对 任意 两 个 向 量 x,ye R", 有 恒等式 (4(t)x,4(t)y) = (Y,y》 因为 左边 是 :的 
光滑 函数 ,我 们 计算 在 4= 0 时 关于 1 的 导数 得 到 (4(Dz,4(2)7》1. -+ (4(1)x， 
A(Dy) 40=0, 妈 

(Xx,y) + (x,hy) =0. 
也 就 是 说 ,矩阵 站 是 反对 称 抵 阵 .定理 证 毕 . 

矩阵 值 函数 4() 在 += 0 点 可 以 按 无 穷 小 改变 量 Ar 的 宕 分 解 

4(AND) = 有 + 双全 | At+ 


在 分 解 式 中 ,矩阵 作为 Ai 的“ 系数" 出现” 

现在 ,我 们 来 构造 Frenet 标 架 , 设 r(s) 是 光滑 的 向 量 函数 , 它 在 欧 氏 空间 R" 
中 给 出 了 光滑 的 轨 线 (假设 对 每 个 s,a<s<bsn 个 向 量 放 ,各 ，…, 和 是 线性 ， 
无 关 的 . 它们 构成 标 架 ( 非 正 交 的 !) , 当 点 改变 时 , 它 是 光滑 的 特别 是 所 有 
和 (k=1,2,…,n) 不 等 于 0. 

命题 1 设 r(s) 是 R" 中 光滑 的 向 量 函 数 ,并 设 在 区 间 a<s<b 上 每 一点 小 阶 


时 数 二 与 导数 宪 , 络 ，…, 人 是 线性 相关 的 , 当 a<s<b 时 ,人 #0, 并 且 当 4< 


is 时 ,导数 空 , 生 5，…, 开 -是 线性 无 关 的 , 那么 ,曲线 (3) 全 部 包含 在 由 向 量 
宅 ，…,2 所 张 成 的 (上 - 1) 维 平面 上 当 由 a 变 到 1 时 ,这 个 平面 改变 它 在 
间 R" 中 的 位 时 

证 明 由 所 给 的 条 件 , 存 在 光滑 函数 Ai(*)(1<i<sk-1)， 


ME A dir 
让 癌 A 


由 于 向 量 空 ,经 ,…, 人 汪 是 线性 无 关 的 , 这些 向 量 可 以 取 作 由 它们 张 成 的 平面 
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Re- 的 基 为 了 证 明 曲线 y(s) 总 是 留 在 同一 个 (1) 维 平面 内 ,只 要 证 明 当 s 改 
变 时 ,平面 R''() 不 改变 它 在 空间 R* 中 的 位 置 . 只 要 证 明 这 个 基 的 导数 由 能 名 
按 这 个 基 展开 的 向 量 组 成 由 假设 的 条 件 ,这 是 显然 的 , 命题 证 毕 

于 是 , 若 向 量 蜂 ,和 5，… ,2 是 线性 无 关 的 ,那么 曲线 r(s) 不 包含 在 任何 当 * 
变化 时 却 是 固定 的 (a - 1) 维 的 某 个 平面 中 . 现在 ,在 每 一 点 * 构造 标准 正 交 基 , 其 
向 量 用 ,25 表示 设 宪 || 衬 | = 然后 考察 出 向量, 和 上 9 张 成 的 二 维 平 


面 , 并 选择 这 个 平面 中 的 向 量 忆 ,使 垂直 于 5 因为 按 假设 ,上 ,和 ?是 线性 无 关 


的 ,所 以 在 和 5 上 有 非 稚 的 射影 在 ,ri 张 成 的 三 维 平面 上 选择 向 量 ,使 


垂直 于 由 9 ,na 张 成 的 平面 继续 这 样 的 过 程 ,就 得 到 所 求 的 标准 正 交 标 架 5 
三 ,很 明显 ,在 ， 变 化 时 , 标 架 rs) 的 向 量 也 光滑 地 改变 ,考察 标 架 
T(s) = (9(s) ,Tls)) 
中 向 量 的 导数 . 可 以 证 明 ,它们 也 满足 Frenet 公式 . 
定理 4 设 r(s) 为 R' 中 光滑 曲线 ,s 是 自然 参数 , 若 在 a<s<4 的 每 个 点 ， 
伍 … ,是 线 性 无 关 的 , 则 存在 光 漠 本 数 铝 (s) ,…, 如 (:) ,使 下 列 等 式 成 立 
(Frenet 公式 ) 


8 


ifn-2, 


即 和 =i -所 二 1 这 里 向 = 和 =0， 
证 明 因为 向 量 ".(1<i<n) 售 在 向 量 诗 ,…, 坪 的 线性 包 内 ,所 以 它 的 导数 


dt 
二 售 在 向 量 
dr drd''r 


de 
的 线性 包 内 , 即 存在 某 些 函 数 a;,(s) ,…,aii.1(s) ,使 
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= > ai(s)5(s). 
后 


dT 
Ea 
因此 ,把 向 量 组 1，…, 和 用 标 架 
(0) = (mies) 
的 向 量 表示 出 来 ,我 们 得 到 (nxn) 条 阵 , 则 将 有 下 面 的 形式 : 
Qn az 
aa az2 0 日 
Qn Oy Og 
Qn-2, 
0 人 


a, a, 


男 一 方面 ,与 二 维 的 情形 一 样 ,我 们 可 以 把 标 架 *(s) 沿 曲线 y(s) 的 移 转 用 正 交 给 
阵 簇 4(s) 的 术语 来 解释 , 那 就 是 f(s) =4(s) +(0). 给 定 这 个 单 参数 能 就 唯一 地 


确定 了 标 架 7(*) 随 * 的 变化 . 这 时 ,很 明显 ,矩阵 站 将 与 导数 多 人 在 5=0 时 的 矩 
阵 一 致 . 由 引 理 3 ,矩阵 在 是 反对 称 的 , 即 


0 -oaz 
Bi， 六 二 gi 0 
mm 0 -a 
X= ay 0 
0 一 -2u-i 
0 We 0 一 全 
Qun 0 


把 函数 wii(s) 取 为 刁 (*) ,就 得 到 定理 的 证 明 . 定理 证 毕 . 
考察 三 维 的 情形 :n =3. 这 时 Frenet 公式 取 形 式 


dr dt. dr 


向 量 *r 是 曲线 r(s) 的 单位 速度 向 量 , 通 常 表示 为 p (s). 因为 号 ja 并 且 le (5) 1= 
1 ,向 量 ?: 与 速度 向 量 o 关于 * 的 导数 重合 . 这 里 利用 了 * 是 自然 参数 的 事实 . 向 量 
垂直 Tv 和 n,n = 各, 即 它 与 向 量 和 n 的 向 量 积 重合 . 向 量 n 称 为 曲线 7(s) 的 
法 向 量 ,而 向 量 b=[v ,z] 称 为 曲线 r(s) 的 从 法 向 量 , 这 里 的 [? ,n] 表 示 v 和 的 
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向 量 积 . 采用 这 些 符号 时 ,Frenet 公式 写 为 

坚 = 如 ;加 = 地- 加; 亨 = — kn. 
k(s) = 入 (s) 也 称 为 曲线 的 曲率 ,而 x(s) = 心 (*) 也 称 为 曲线 的 挠 率 (有 时 向 量 
ms) 不 是 简单 地 称 为 曲线 r(s) 的 “法 向 量 ”， ne 7(s) 的 “ 主 法 向 量 ”). 


为 了 使 用 曲率 方便 起 见 ,我 们 总 认为 向 量 rs, 与 4 | 2 | 重合 ;这 时 ks) 与 向 


量 4 (中 的 模 相 等 ,并 且 因此 取 正 数 (我 们 认为 向 径 相应 的 导数 不 等 于 0). 如 果 曲 


线 是 平面 曲线 ,那么 从 法 线 向 量 是 常 向 量 , 当 点 在 曲线 上 变化 时 , 它 不 改变 ;特别 
是 ,曲线 的 挠 率 等 于 0. 因此 ,从 R 的 观点 来 看 ,平面 曲线 可 刻画 为 挠 率 为 0 的 曲 
线 . 我 们 更 详细 地 来 考查 当空 间 曲 线 的 挠 率 不 等 于 0 时 其 挠 率 的 作用 . 考虑 标 架 
(v ,n,b) 沿 着 曲线 滑动 ,并 把 向 量 5(s) ,m(s) ,v (s) 射 影 到 由 5(so) 和 nn(so) 所 张 
成 的 平面 上 ,这 里 % 是 参数 ; 的 某 个 固定 值 ,而 假定 值 * 无 限 靠近 so. 这 时 ,速度 向 
量 射影 为 有 无 穷 小 长 度 的 向 量 ,因此 可 以 认为 (一 级 近似 ) 这 个 向 量 射影 为 0. 这 
时 ,在 5b(so) ,n(so) 的 平面 上 ,向 量 b(s),n(s) 在 它 上 面 的 射影 产生 某 种 运动 . 由 


Frenet 公式 得 到 ,这 个 运动 由 公式 呈 = 他; 明 = -kn 所 描述 , 即 运动 由 反对 称 矩阵 


人 _ 四 所 确定 , 它 确定 的 是 标 架 5,n 的 无 小 


旋转 . 因而 ,向 量 5,n 围绕 曲线 的 速度 向 量 旋转 ， 
并 且 这 个 旋转 的 速度 由 曲线 的 挠 率 所 唯一 决定 
(由 此 ,恰好 就 是 术语 “ 挠 率 "的 起 源 ). 这 时 ,如 果 
曲线 起 初 是 平面 曲线 的 话 , 则 现在 曲线 失去 了 自 
己 的 平面 形式 ,并 且 变 为 “在 空间 中 隆起 ”. 于 是 ， 图 4.3 
空间 曲线 (局 部 的 ) 可 以 从 平面 曲线 得 到 : 沿 曲 线 
以 等 速 运 动 ,同时 在 每 一 时 刻 都 借助 于 挠 率 x“ 扭 转 " 这 个 曲线 (图 4.3). 

命题 2 具有 非 零 速 度 向 量 的 光滑 曲线 是 一 维 光滑 流 形 ;光滑 地 嵌入 R". 

证 明 曲线 是 光滑 流 形 直接 由 光滑 流 形 的 定义 得 到 , 剩 下 的 就 是 验证 它 是 R" 
的 光滑 子 流 形 , 为 此 应 该 研究 包含 映射 i 的 微分 , 即 线性 映射 直 . 既然 它 完全 由 曲 
线 的 速度 向 量 确定 ,Jacobi 矩阵 在 曲线 的 每 一 点 就 有 最 大 秩 , 从 而 曲线 是 子 流 形 . 
命题 证 毕 . 

显然 ,任何 一 维 光 滑 闭 ( 即 没有 边缘 ) 流 形 或 与 直线 ( 非 紧 致 流 形 ) 微 分 同 胚 ， 
或 与 圆周 ( 紧 致 流 形 ) 微 分 同 胚 . 于 是 ,所 有 一 维 流 形 仅 限于 两 种 不 同 的 流 形 . 这 两 
种 流 形 相互 不 能 成 微分 同 胚 ,因为 直线 是 非 紧 致 的 ,而 圆周 是 紧 致 的 . 
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习 题 
1. 证明: 如 果 平 面 曲线 的 曲率 恒 等 于 0, 那么 它 是 直线 . 
2. 证明: 三 维 空间 平面 曲线 的 特征 是 x=0. 
3. 证 明 ; 三 维 空间 中 直线 的 特征 是 =0,x=0. 
4， 写 出 上 = 常数 ,x= 常 数 的 一 类 曲线 
5. 证明: 质点 在 中 心力 场 中 的 运动 轨迹 是 平面 曲线 - 


4.2 曲面 第 一 和 第 二 基本 形式 


4.2.1 第 一 基本 形式 


考虑 欧 氏 空间 R",V"' 为 R" 的 -1 维 (有 人 也 称 “ 余 维 数 为 1" ) 光滑 子 流 
形 . 现在 ,主要 关心 的 是 超 曲 面 的 局 部 性 质 . 因此 ,可 以 认为 是 圆 盘 六 ”在 R" 中 的 
光滑 嵌入 , 前 面 已 经 讨论 各 种 给 出 超 曲面 的 方法 . 我 们 选择 "的 参数 表示 , 即 认 
为 站 "由 光滑 向 径 r =r(w，…,u"!) 所 给 出 ,其 路 ,…,w”' 在 欧 氏 参数 空间 
R"' 的 某 个 圆 盘 上 变化 . 可 以 认为 向 量 25 5 在 定义 域 中 每 一 点 都 是 线性 


无 关 的 , 这 些 向 量 是 曲面 “上 经 过 给 定点 P 的 相应 坐标 曲线 的 切 向 量 . 在 
R" 中 的 光滑 嵌入 ,在 "上 产生 诱导 黎 曼 度量 . 我 们 再 提 一 下 这 个 构造 . 

设 "ii 是 及 "的 笛 卡 儿 坐 标 , 这 时 向 径 r> 由 一 组 光滑 函数 夭 (wy ) 
(1<ign) 给 出 . 设 R" 的 欧 氏 度量 为 


这 里 用 ( ,) 表示 R" 的 数量 积 . 
定义 1 形式 
dsl = 5 gedutdur 
称 为 R" 中 超 曲面 的 第 一 基本 形式 ,其 中 


a 
Bi (LW ssl )=( 关 ,车 ) 


第 一 基本 形式 定义 在 V“' 的 切 向 量 上 ;更 确切 地 说 ,如 果 a,be7,(V') 是 两 
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个 切 向 量 ,那么 定义 它们 的 数量 积 为 (a,b) uw -aa = 学 gat 提醒 一 
下 ,为 简化 符号 , 当 求 和 对 于 相同 的 上 指标 和 下 指标 进行 时 ,省 咯 挤 求 和 的 符号 . 
然 ,数量 积 (a,5)san-， 很 自然 地 与 R' 中 的 向 量 a,5 的 数量 积 相同 由 函数 
(四, ) 组 万 的 度量 张 量 吞 阵 @ 是 对 称 的 短 隆 

位 于 "上 的 弧 y() 的 长 度 用 公式 

£0y0) = [ VT 
表示 妈 
R00) = [ert)) ED sD 

这 个 公式 是 "合适 的 ”, 在 于 参与 这 个 公式 中 的 函数 ge (z) 不 依 闲 于 曲面 Ie-' 上 井 
线 的 选择 ,而 仅 依赖 于 曲面 -本身 和 它 的 参数 化 此 外 ,在 曲面 等 长 变化 时 ,例如 
把 平面 宁 曲 成 柱 面 ,这 些 函数 是 不 改变 的 . 


对 不 同方 法 给 出 的 超 曲面 如 何 得 到 第 一 基本 形式 ? 设 V7" 以 图 像 x*" = 
所 zz) 形式 给 出 , 我 们 有 


wt 
ds*| mt = 名 (dx')* + (dxr"(x!, a vs 
着 坟 )aar, 


+ 
6 


有 时 ,用 /表示 区 : 


现在 , 设 曲面 V“ 迟 助 于 隐 孙 数 , 即 由 Ps ,… ,x*) =0, 站 0 给 出 ,这 时 ,要 
据 隐 函数 定理 ,方程 F(x,…,x") =0 存在 形 如 =/(* ,wz ) 的 局 部 解 ,并 且 
冲 - -中 | 站 .由 此 得 到 名 =(&。) ,这 里 


ul a 


考察 二 维 曲面 在 三 维 欧 氏 空 间 的 谋 入 . 设 大 由 参数 式 r=r(u,v) 给 出 . 这 时 第 
一 基本 形式 通常 写 为 : 


ds (V) = Ed +2Fdudy + Gdv’, 
其 由 已 = 《r,s7.) ,= 《r,s7,) ,G = (7,,7,) ,这 些 是 第 一 基本 形式 的 系数 ,用 向 径 7 
的 分 量 表示 时 ,有 
E=x + ta iF =x,x, yy, +z.2,; 
G=x +7 +a. 


注意 ,如 果 EE=G,F=0, 则 度量 几 (v) 称 为 是 共 形 欧 氏 的 . 
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考察 做 和 R 中 旋转 曲面 的 第 一 基本 形式 . 设 在 RY 上 建立 了 柱 面 坐标 (r,p， 
z) ,并 设 二 维 曲面 由 参数 式 (p =u,z =v,r =r(v) ) 给 出 . 计 
算 后 可 得 

ds (VP) =(1 + (7) ) dv +riduw, 

这 里 ,F(u,v) =0,E(u,v) =r(v),G(u,v) =1+(r)2. 下 
=0 的 事实 意味 着 坐标 线 "=m = 常数 和 w=u。 = 常数 在 每 
一 点 都 互相 垂直 (图 4.4) 

引 理 1 设 V"'CR" 是 光滑 子 流 形 ,@ 为 第 一 基本 形 
式 . 则 形式 @ 是 满 秩 的 . 

证 明 由 向 径 r=r(w',…,u"') 的 定义 知 ,所 有 的 向 
量 r,1<k<n -1, 是 线性 无 关 的 . 因为 矩阵 @ 由 向 量 rw 
和 7 的 数量 积 组 成 ,所 以 -G 是 满 秩 的 . 引 理 证 毕 . 


4.2.2 第 二 基本 形式 


设 有 R" 中 的 超 曲面 Wr =r(w ，…,u"'), 设 n=n(P) 是 在 点 P 垂 直 于 曲 
面 ”的 单位 法 向 量 . 定义 二 次 形式 0(a,a) ,对 于 任意 向 量 ae 7,( y"!) ,其 值 为 
Q(a,a). 考察 "上 经 过 点 的 任意 光滑 曲线 y(1) ,y(0) =P,y(0) =a. 这 样 的 
曲线 尽管 不 是 唯一 确定 的 ,而 总 是 存在 的 (图 4.5). 
为 沿 着 曲线 y (1), 向 径 r 是 1 的 函数 ,所 以 


a = (ra) ics. 考虑 向 量 函数 r= 如 r(u(4)) 和 
它 关 于 1 的 导数 , 即 
Fr(ul)). 


用 表示 7 在 1=0 的 值 . 这 恰好 是 向 径 r 关于 向 量 a 图 4.5 
方向 的 二 阶 导数 . 
定义 2 Q(a,a) =(7,,n). 
我 们 定义 的 数 是 点 P 处 的 向 量 在 法 向 量 n 上 的 射影 (参看 图 4. 6). 我 们 借 
助 于 向 量 + 的 坐标 来 计算 0(a,a) 的 值 . 有 
dr du du Put 
在 


| 


(各 oo) 串 = 人 (局 昂 as) +0; 


同时 应 该 记得 ,向 量 a 有 举 标 [于 0) ae 人 9) , 即 有 


Q(a,a) = (mruuslo)ataz. 
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这 个 二 次 形式 唯一 地 确定 了 双 线 性 形式 0(a,5), 它 在 任意 一 对 向 量 a,b e 
7,(V"') 上 的 值 定义 为 Q(a,b) =gs(P)a*br, 其 中 
ge(P) = (7 1,0 .7). 
引 理 2 表示 式 0(a,b) =gsa'b",a,be7T6(V"') ,定义 
本 一 个 双 线 性 形式 . 


证 明 我 们 有 
ps) 0) i 
Mur Tee soo pur aur Bu 
-0 ow 
aur ur 


即 在 坐标 变换 时 ,函数 gw 作为 双 线性 形式 的 系数 而 变换 : 引 理 证 毕 . 

定义 3 ” 双 线性 形式 0(a,b) 称 为 曲面 WW“'CR" 的 第 二 基本 形式 . 

显然 ,形式 0 依赖 于 V "在 R" 中 的 嵌入 方法 , 即 在 V' 光 滑 变 形 时 ,一 般 地 
说 ,这 个 形式 要 改变 . ”在 R" 中 作 等 长 变形 时 ,形式 0 不 是 不 变 的 . 例如 , 设 居 
是 R 的 二 维 平面 ,这 时 向 径 r(u,v) 可 看 作为 参数 wz 的 线性 函数 . 于 是 第 一 基本 
形式 是 欧 氏 平面 度量 du* + dv*( 图 4.7). 


2 


图 4.7 图 4.8 


现在 考察 所 的 等 长 变换 一 一 把 平面 天 卷 为 柱 面 , 它 的 轴 平 行 于 Ox( 图 
4.8). 显然 , 柱 面 的 第 二 基本 形式 不 等 于 0, 因 为 (rs,m) 不 等 于 0. 而 平面 友 - 的 第 
二 基本 形式 恒 等 于 0. 于 是 ,在 弯曲 ( 即 等 长 变形 ) 时 ,第 二 基本 形式 改变 . 

考察 给 定 的 子 流 形 VW"' CR". 在 每 一 点 P; 有 一 对 形式 @@ 和 0( 第 一 基本 形式 
和 第 二 基本 形式 ). 与 这 一 对 形式 相 联 系 的 有 一 组 不 变量 ,它们 使 我 们 能 研究 下 
而 不 依赖 于 其 引进 的 坐标 系 . 用 @ 和 @ 表示 相应 的 矩阵 ,并 考察 变量 的 多 项 式 
det(Q -A@). 因为 形式 人 @@ 是 非 退化 的 ,所 以 存在 @ 的 道 矩 阵 @“' ,于 是 方程 
det(@ 0O-AE) =0 与 方程 det( 0 -A@) =0 是 等 价 的 . 

用 AAA 表示 区 @ 的 特征 值 , 即 方程 det( 0 -A@) =0 的 根 . 不久， 


我 们 就 要 证 明 所 有 的 特征 值 都 是 实数 . 把 特征 多 项 式 F(A ) 写 成 形式 : 3 Ce， 


4.2 曲面 第 一 和 第 二 基本 形式 89 


这 里 me 是 根 A ,Aa,…,A。, 的 对 称 多 项 式 . 

引 理 3 函数 wx(A,，…,A。，) 是 一 对 形式 @ 和 @ 的 不 变量 , 即 在 点 PE In” 
的 邻 域 中 作 任何 非 退 化 的 坐标 变换 时 ,ox(A, ,… ,A。, ) 都 保持 不 变 . 

证 明 在 点 P 的 邻 域 中 作 正 则 坐标 变换 xx', 在 P 点 的 切 空间 7T,(V') 中 ， 
借助 于 变换 的 Jacobi 矩阵 ,诱导 出 非 退 化 的 线性 变换 . 这 时 和 矩阵 @ 和 0 受到 
变换 

B/G = 8";0—10" =0" 
于 是 
det((&’) "0 —AE) =det[ (7): (G0 -AE)N] 
=det(®- 0 —AE). 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 引 理 证 毕 . 
我 们 特别 感 兴趣 的 是 下 列 不 变量 


m= >》Ak=Spur(@- 0O); 
i 


ow1= [I A =det(@ 0)， 

定义 4 函数 H(P) =oi(P) =o(A,，,…,A,1) 称 为 曲面 "在 点 Pe VY"! 的 

平均 曲率 . 
K(P) =0, 1(P) =0, (Ms As) 

称 为 曲面 ”在 点 已 的 Gauss 曲率 . 

车 n=3, 则 H(P) =A +As,K(P) =A As 

定理 1 一 对 形式 @ 和 的 所 有 特征 值 A,,…,A，,, 都 是 实数 . 当 所 有 的 特征 
值 A ,…,A,-1 两 两 不 相等 时 ,无 论 是 关于 外 围 空 间 R* 的 度量 还 是 关于 典 人 
JI” 一 RR" ,在 六 "上 诱导 的 度量 ,矩阵 他 ”0 的 所 有 特征 向 量 e,,…,e, ,都 是 互相 
策 直 的 . 

证 明 根据 代数 的 定理 ,对 称 矩 阵 的 特征 值 为 实数 ,并 且 对 不 同 的 特征 值 所 对 
应 的 特征 向 量 互相 垂直 . 暂时 ,这 个 定理 还 不 能 用 于 我 们 的 情况 ,因为 ,一 般 情 况 
下 ,矩阵 @”Q@ 不 是 对 称 的 . 如 果 G 和 @ 是 可 交换 时 ,那么 @@ CQ 就 具有 对 称 性 . 
因为 形式 人 @(P) 在 每 一 点 已 是 对 称 的 ,所 以 在 点 已 的 某 个 邻 域 中 存在 正则 的 坐标 
变换 xx', 使 得 在 一 点 了 ,形式 @3( 卫 ) 可 化 为 对 角形 式 . 把 @ 化 为 对 角形 式 后 ,还 
需 沿 着 主轴 伸 长 ,使 它 化 为 单位 矩阵 . 设 4 是 线性 算 于 :4: To (V7) 一 Tp( VV ， 
它 把 他 化 为 单位 矩阵 ;这 时 全 =4847 = 447. 矩阵 尼 , 在 人 (大 ) 中 定义 了 正 交 基 
2 我 们 得 到 

det(Q-AG) =det[A(A™'QO(AT')T -AE)AT]. 

考察 形式 = BQB",B = 4 , 因为 det4 关 0, 原 来 的 方程 det( 8 - A) =0, 在 基 
Ju-i 下 写成 
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det(O -AE) =0. 

同时 ,因为 0 = Q, 从 而 有 07 = 0. 于 是 ,形式 0 与 矩阵 驴 'Q 的 所 有 特征 值 和 特 
征 向 量 全 相同 . 因为 形式 0 是 对 称 的 ,所 以 所 有 的 特征 值 hj,…,A。, 都 是 实数 ,并 
且 当 它们 两 两 不 相等 时 ,所 有 的 特征 向 量 e, ,…,es-, 都 相互 垂直 , 这 一 点 便 由 已 知 
的 代数 理论 得 到 . 定理 证 毕 . 

定义 5 向 量 e,,…,e,1( 若 当 izj 时 有 ,A; 关 入 , 则 唯一 确定 ) 给 出 的 方向 称 
为 超 曲面 VW“ 在 点 的 主 方向 ,或 称 为 主轴 

于 是 , 超 曲面 "上 每 一 点 连接 了 唯一 确定 (车 当 izj 时 有 入 , 关 入 ) 的 ,光滑 
地 依赖 于 点 的 正 交 基 e,,… ,e,_, (精确 到 符号 的 选择 ). 

因为 在 正 交 基 e, ,…,e,-i, 下 ,矩阵 @ 变 为 单位 矩阵 ,那么 和 ,…, 和 ,1 与 在 正 
交 基 e, ,…,e,_! 下 形式 0 的 特征 值 相同 . 

考察 特殊 情况 . 设 V'CR" 由 x" =f/(x'，…， 
*"!) 的 图 的 形式 给 出 ; 设 平面 T7,(V') 在 某 一 点 PP 
eV 与 变量 x',…,x"! 的 平面 一 致 (图 4.9). 这 
时 ,IJ 在 点 尸 的 法 向 量 m(P) 有 坐标 (0,…,0,1); 
曲面 六 ”的 向 径 > 有 形式 : 


r=r(% ,0 !) s(n fx ss )). 


因为 超 曲 面 (*,…,x**!) = 7,(W') 在 点 P 切 于 nd 
-所 以 关系 起义 | =0(1<i<n -1) 成 立 ;因为 
By =fify +6y, 

由 此 得 到 @(P) =E. 考虑 矩阵 0=(9,) ,其 中 

_PAP) 

CE = i 

于 是 ,0 = (fiw(P) ) 与 函数 /在 点 P 的 Hessian 矩阵 一 臻 .平均 曲率 H(P) 有 形式 : 

H(P) = 站 je; 


Gauss 曲率 K(P) 有 形式 : 
K(P) =det(f.w( P)). 


对 于 二 维 曲面 (n=3) ,我 们 有 : 
z=f(x,7) ;A(P) -yy, 


; 人 

这 里 ,A = 3 + 3 是 Laplaee 算 子 ; 

nh 
网 局 2 J 


sy Jn 


K(P)= | 


i i ii 
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4.2.3 超 曲面 上 光滑 曲线 的 初等 理论 


考虑 任意 点 PeV"', 设 n(P) 是 超 曲 面 V""' 在 R" 中 的 法 向 量 . 考察 通过 点 已 
的 二 维 平面 R  , 它 与 相交 于 某 个 光滑 曲线 y(1) = Rz ny. 我们 感 兴趣 的 仍 
是 仅 在 点 P 的 小 邻 域 中 . 

定义 6 光滑 曲线 y(1) =R* ny“' 称 为 超 曲 面 CR" 的 平面 截 线 . 

设 y 是 WV ' 的 平面 截 线 (固定 包含 它 的 平面 R? ) ， 
设 点 0 为 坐标 原点 ,由 点 0 发 出 的 向 径 r=r(w,…， 
Ww ) 给 出 曲面 V7'. 设 m(P) 是 包含 在 Rz 中 的 平面 曲 
线 y=R*ny' 的 法 向 量 ( 图 4.10). 一 般 地 说 ,法 向 量 
nn 和 m 是 不 重合 的 . 

在 曲线 y=R* ny"' 上 引进 自然 参数 s:y =y(s)(s 
是 弧 长 ). 这 时 ,在 平面 R: 内 ,曲线 y(s) 由 向 径 r(s) = 
Tw (s) ac (s) ) 给 出 . 由 Frenet 公式 ,对 平面 曲线 


有 (9) = |2G | ,x(s) 是 曲线 y(5) 在 点 的 出 率 


图 4.10 


同 梯 , 也 有 5G》 = mk(s). 另 一 方面 ,车 a = 生 r(:) 是 册 线 y() 在 点 P 的 速度 向 


量 ,那么 (由 第 二 基本 形式 @ 的 定义 ) 有 
Q(a,a) = (km,n) =kcos 0, 
其 中 9 在 点 P 的 法 向 量 m 和 n 之 间 的 夹 角 (参看 图 4.10). 此 外 ， 
Q(a,q) 引 ( 当 .0 几 纪 )， 
这 里 ,t 是 沿 曲线 y=R*nV 的 任意 光 清 参数 , 才 =a 是 曲线 y 在 点 尸 的 任意 切 
向 量 , 如 果 a = (o ，…,a") ,那么 
kcos 0 
于 是 我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 2( Meusnier) ”对 任何 切 向 量 ae 7,(V') 和 任何 平面 截 线 y(》=a)， 
第 二 基本 形式 与 第 一 基本 形式 之 比 等 于 . cos 9, 即 
Q(a,a) qiaa _ 
(a) Sa =kcos 0. 
曲率 称 为 平面 截 线 曲 率 . 
我 们 从 平面 截 线 中 分 出 一 类 法 截 线 . 
定义 7 在 点 己 的 平面 截 线 y = Rn , 若 ma(P) esR?, 即 0=0 时 , 则 称 y 
为 法 截 线 . 
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这 样 ,在 点 Ps ”的 每 一 条 法 截 线 y 由 切 向 量 ae 7,(V') 唯 一 确定 ,也 就 
是 说 ,确定 这 个 截 线 的 平面 R* 由 法 向 量 n(P) 和 向 量 as 7,(V"') 所 张 成 . 绕 着 
(也 ) 旋 转 平面 R* ,得 到 超 曲 面 六 ”在 点 己 的 所 有 的 法 截 线 . 
对 于 法 截 线 y = 取 门 大” ,由 于 0=0, 定 理 2 中 证 明 的 公式 成 为 
PC -ga 
人 @(a,a) Boa ae 
因为 与 法 向 量 n(P) 成 6 角 ( 沿 向 量 a) 的 平面 截 线 的 曲率 与 9 有 关 , 该 函数 可 写成 
k( 89,0) 的 形式 . 由 定理 2 知 上 (0,a)cos 9=k(0,a),k(0,a) 是 法 截 线 ( 沿 着 a) 的 曲 
率 ， 
这 样 , 若 已 知 法 截 线 曲率 上 0,a) , 则 任何 与 成 9 角 的 平面 所 得 的 平面 截 线 
( 沿 着 a) 的 曲率 由 公式 
Kb,a) =s sh(0,a) 


得 到 . 
现在 ,我 们 注意 到 主 方向 e,(P) ,…,e,.,(P) 总 是 确定 在 切 平面 7;( IJ ) 中 ， 
而 当 ixj 时 ,有 A 和; 关 和 A, 则 这 些 主 方向 是 唯一 确定 的 , 考察 这 些 “ 主轴”e, (已 ) .…， 
en-1(P) ,并 按 每 一 个 “主轴 "构造 相应 的 法 平面 截 线 y, = R? 站 VW!' ,这 里 ,平面 R? 
由 mn(P) 和 e,(P) 张 成 . 所 有 的 主 方向 e,(P) 在 平面 7,( VW") 的 欧 氏 度量 下 互相 秋 
直 . 用 名 (P) 表 示 法 截 线 y 的 曲率 (这些 截 线 有 时 称 为 主 法 截 线 )， 
定理 3 ”特征 值 Ni，…,A,-! 与 主 法 截 线 的 曲率 ，… ,hk ,相等 . 
证 明 由 定理 2, 有 
heos 0 = 95a， 
Bya'a 
因为 对 法 截 线 有 8 =0, 所 以 有 
ed 
gia a 
其 中 a 是 确定 法 截 线 的 向 量 .在 7,( -1) 中 建立 正 交 基 @,,…,6, ,这 时 加 =6,， 
和 =6Ai, 由 此 得 


如 果 ae7,(V 1!) 与 6 中 的 一 个 重合 , 则 有 各 = 人, 定理 证 


在 Tb(V"') 中 ,考察 任意 向 量 a 和 沿 a 的 法 截 线 . 用 
9i(1<isn-1) 表 示 &a 与 主 方向 e1,…,e,_, 所 成 的 角 ( 图 


LE 
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小 1)， 
命题 1 对 沿 着 任何 向 量 ae 7,( VY ') 的 法 截 线 满足 Euler 公式 


k=k(a)= py Aicos’ pi. 
证 明 由 定理 3, 有 


ka) = Th, 


这 蛙 ， 


Euler 公式 可 用 来 探讨 主 曲 率 入， …, A 的 所 亩 的 " 极 值 性 质 "把 法 截 线 曲 
率 k(a) 看 作 ae7,(V"') 的 函数 . 设 x =eos pi 可 以 认为 Ka) =A(r xz" ) = 


A(#)? 是 球 曙 5" 了 上 的 函数 ,球面 在 7,(V') 中 的 方程 为 (x2)? + 
(ww 1)?=1. 因为 球面 5 是 光滑 流 形 , 所 以 在 每 一 点 eS" 的 邻 域 中 可 引进 局 
部 坐标 ,… wy ,如果 =0,1<i<n -2, 我 们 就 称 点 m 是 5 了 上 给 定 函 数 


岂 ) 的 临界 点 . 
问题 光滑 函数 (a) 在 球面 5"” “C7。,(V"') 上 有 怎样 的 临界 点 ”曲率 (a) 
在 这 些 临界 点 上 取 怎 样 的 值 * 
定理 4 若 当 i#j 时 有 和, 关 入 , 则 曲率 函数 k(a) 在 球面 9“CT,(V"') 上 的 
临界 点 是 +e 1sisa-1( 即 向 量 +ei 的 终点 ). 在 这 些 点 +ei 上 ,函数 ka) 取 值 
Air1 sisn-1. 在 这 个 意义 上 , 主 曲 率 就 是 曲率 函数 上 (a) 极 值 . 如 果 特 征 值 | Ai 
中 有 相同 的 值 ,那么 结论 为 :函数 k(a) 的 临界 点 是 形式 0 的 所 有 特征 向 量 的 终点 . 
让 明 由 读者 完成 . 
设 n=3. 这 时 Euler 公式 具有 形式 
k(a) =Aieoszpi + acos2p: 
这 里 cos*p, +eos*p, =1( 设 和 A,), 即 
k(a) =(A 一 Az)eoszp +A,. 
显然 ,k(a) 的 最 小 值 等 于 A,;k(a) 的 最 大 值 等 于 和 .车 =A,, 则 ka) =A( = 
= 入 ) (参看 图 4. 12). 
曲面 Acos* gi +… +A。1cos'p, 1 二 常数 称 为 法 曲率 二 次 曲面 . 这 时 ,相应 于 
曲率 极 值 (临界 值 ) 的 方向 与 这 个 曲面 的 主轴 重合 . 如 果 所 有 的 主 曲率 A,… A,.， 
部 是 正 的 , 则 二 次 曲面 是 椭 球 面 . 
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| 


Xx)2=k(a)>0 


了 二 维 曲面 的 重要 局 部 性 质 . 由 


考虑 二 维 曲 面 CR. Gauss 曲率 K( PP) 
于 KK(P) =A,* A;, 因 此 可 分 为 三 种 情形 ; 

(1) K>0;(2) K<0;(3) K=0. 

只 要 考虑 情形 (1) A >0,A, >0;(2) A >0， 
A2 <0;(3) AN =0,A? 关 0;A = 和 ,=0 就 足够 了 . 

(1) 曲面 是 凸 起 的 , 即 这 时 曲面 大 局 部 地 位 
于 点 P 的 切 平面 的 一 侧 (图 4. 13) 


子 形式 (局 部 ). 这 种 类 型 的 点 称 为 鞍点 ,或 峪 画 起 和 
点 . 

(3) ia 天 0,Ai =0. 曲面 忆 在 点 已 全 
4.15). 

如 果 两 个 主 曲 率 都 为 0, 这 样 的 点 称 为 曲面 的 平 点 


近 ( 局 部 一 阶 近似 ) 有 “ 柱 面 "形式 (图 


D 原文 为 ymmomeaxe 一 一 译注 
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图 4.14 图 4.15 


4.2.4 二 维 曲面 的 Gauss 曲率 和 平均 曲率 


设 曲面 刀 CR: 由 z=f(x,y) 的 图 的 形式 给 出 ,(x,y,z) 是 R 的 笛 卡 儿 坐 标 . 设 
f(0,0) =0, 且 坐标 平面 (x,y) 在 点 (0,0) 切 于 广 . 因为 
@| =(8,)=E,0 =|” 
所 以 
K=det 0Q=/.,/ furH=f.. +f,, =A! +A, 
要 求 计算 不 同 于 (0,0) 的 点 的 K 和 及 设 
F 


E 
@= 人 oj 


2 M 
(x 中 
这 时 ,直接 计算 ,得 
H=L(GL-2MF +EN); 
8 


K=O 
EG—F 


其 中 g=det @. 若 z=f(x,yY), 则 
ds =(1+f2)dr +2ff .dxdy + (1 +f°)dy. 
因为 大 的 向 径 有 形式 :r(x,y) =(x,y.f(x,7)), 所 以 
Fr =(0,0 fu) r= (0,0,f5) ;7, = (0,0,); 
grad(z-/) (-f.,-f,1) 
n= i 一 
1grad(z —, 
由 此 


[本 
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Gauss 曲率 和 平均 曲率 与 局 部 坐标 的 选择 无 关 - 
容易 计算 ,对 球面 ,K= 十 .用 = 全 ,特别 ,其 Causs 曲率 和 平均 曲率 部 是 常数 


二 维 平面 的 Gauss 曲率 和 平均 曲率 都 等 于 0. 

定义 8 若 二 维 曲 面 WCR' 的 Gauss 曲率 K 是 常数 , 则 称 它 为 常 曲率 曲面 

定义 9 若 二 维 曲面 让 CR' ,在 所 有 的 点 的 Causs 曲率 是 正 的 、 零 或 负 的 时 ， 
就 称 它 为 正 曲率 , 零 曲 率 或 负 曲 率 曲 面 . 

标准 的 二 维 球面 是 正 ( 常 数 ) 曲 率 流 形 ， 


练习 由 方程 + + 二 =1 给 出 的 曲面 ( 椭 球 面 ) 户 CR ,如 果 半 轴 a,5,e 
不 为 0 和 o , 则 是 严格 正 曲率 曲面. 椭 球 面 可 以 用 参数 式 表示 为 


x =acos eos g,y =h cos 0 sin p,2 =¢ sin 0. 

三 维 欧 氏 平面 是 0 常 曲率 流 形 . 由 = =x  -y 的 图 像 给 出 的 是 负 曲 率 流 形 的 例 

子 . 很 明显 
-4 
一 
(1 +4(x° +7°))> 

在 这 个 例子 中 ,Gauss 曲率 是 可 变 的 函数 . 容易 构造 出 负 常 曲率 流 形 六 CR 来 . 现 
在 ,我 们 指出 这 样 的 曲面 . 为 此 ,我 们 证 明 命题 :在 三 维 欧 氏 空 间 中 ,在 局 部 上 存在 
正常 数 Gauss 曲率 曲面 . 零 Gauss 曲率 曲面 和 负 常 数 Gauss 曲率 曲面 . 

考察 平面 曲线 y, 它 位 于 第 一 象限 ,并 具有 下 列 性 质 : 它 的 切线 从 切 点 到 切线 
与 Ox 轴 交 点 之 间 的 线段 长 是 常数 a( 图 4.16). 在 点 4 沿 曲 线 移动 时 ,点 B 沿 Ox 
轴 滑 动 ,并 且 线 段 48 为 定 长 a. 我 们 来 求 曲线 -y 的 方程 . 从 三 角形 4Bx 中 , (图 
4.16), 有 tany = -六 ,这 里 y=y(x) 是 7 的 图 形 ;asin p =7. 由 此 


其 中 y 是 x=x(y) 的 图 . 于 是 
x(y) =- js Va 一 ?dy 


|48|=o= 常 数 
|40Bol=a 
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=— Ve + 人 全 
考虑 曲线 y 绕 Ox 轴 旋转 得 到 的 旋转 曲面 (参看 图 4. 17). 此 曲面 称 为 Beltrami 曲 
面 ,或 称 为 伪 球 面 . 现在 来 求 Beltrami 曲面 的 Gauss 曲率 . 为 此 ,计算 一 般 形式 旋转 
曲面 的 Gauss 曲率 (图 4.18). 


图 4.17 图 4.18 


引 理 4 在 旋转 曲面 的 每 一 点 , 主 方向 , 即 相应 于 主 曲率 和, ,A, 的 方向 总 可 认 
为 与 通过 这 一 点 的 纬 线 和 经 线 方向 是 一 致 的 . 

附注 ”如果 A, 关 Aaz, 那 么 主 方向 是 唯一 确定 的 ,并 且 与 纬 线 和 经 线 的 方向 重 
合 ;如 果 Ar = 和 ,那么 任何 方向 都 是 主 方向 . 

证 明 7,( 信 ) 的 主 方向 是 这 样 的 正 交 基 ej,e: ,在 此 
基 下 形式 和 0 都 为 对 角形 . 显然 ,第 一 基本 形式 @ 在 经 
线 和 纬 线 生成 的 坐标 系 (u,v) 中 是 对 角形 的 . 要 证 明 在 这 
个 坐标 系 中 ,第 二 基本 形式 8 也 是 对 角形 的 . 应 该 证 明 的 
是 M =(raa) 王 0, 其 中 r(zvu) 是 友 的 向 径 ,m 是 友 的 法 
向 量 . 考察 R 中 的 柱 面 坐标 (r,p,x) ; 设 大 的 母线 为 r= 
r(*) ;这 时 曲面 P 的 向 径 r(x,p) = (x,r(x) ，eos p， 
r(x)，sin p) (参看 图 4. 19). 大 的 法 向 量 

n=(r', -cos pg, -sin g)/VI+(r). 图 4.19 
显然 ,(re,a)》 =0. 这 就 是 所 要 求 的 . 引 理 证 毕 . 

引 理 5 在 柱 面 坐标 下 ,旋转 曲面 大 的 母线 方程 为 r=r(x) ,其 Gauss 曲率 

K(P) 的 绝对 值 


SE 
rl+(r)?) 

证 明 由 引 理 4, 主 方向 与 通过 点 的 经 线 和 纬 线 的 方向 一 致 ,所 以 K(P) = 
A1h2, 其 中 As 和 Ai 是 相应 的 平面 曲线 经 线 和 沿 着 纬 线 方向 的 法 截 线 的 曲率 , 因为 
经 线 与 母线 相同 ,所 以 A,(*) = 可 由 Frenet 公式 得 到 . 现在 来 求 
在 点 P(x,r(x) ) 沿 着 续 线 方向 的 法 截 线 曲率 A, (<). 纬 线 圆周 的 曲率 k(9,a) ( 沿 
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纬 线 的 切 向 量 n) 显 然 有 (6,a) 二 这 里 的 6 为 的 法 向 量 与 位 于 续 线 平面 


内 的 向 量 匣 之 间 的 夹 角 (图 4.20). 我 们 已 知 
Ab,a) = (O00). | mn 


这 里 ,A(0,a) 就 是 我 们 感 兴趣 的 曲率 A,. 因为 在 平面 
xOr 上 ,向 量 mm 有 坐标 (0,1) ,而 向 量 n 的 坐标 为 
1 

一 一 一 一 ( -7',1) ,所 以 
用" 
-ell 
ee 图 4.20 
于 是 ， 
i 
A 
由 此 完成 证 明 . 引 理 证 毕 ， 
引 理 6 Beltrami 曲面 是 负 常 曲率 流 形 . 
证 明 由 于 Beltrami 曲面 是 旋转 曲面 ,所 以 可 以 利用 引 理 5. 函 数 y =y(x) 是 
前 面 求 得 的 函数 的 反 函 数 . 前 面 已 经 计算 出 
区 = 二 由 此 得 w= 和 


- a ph 


直接 计算 得 
Re . 


“ 负 号 "的 出 现 是 由 于 曲线 了 =y(z) 是 向 下 凸 的 . 引 理 证 毕 . 

这 样 , 我 们 表明 了 在 R 中 的 正常 数 Causs 曲率 .0 曲率 、 负 常数 Gauss 曲率 曲 
面 . 球面 有 正常 数 曲率 , 它 是 紧 致 的 和 闭 的 ( 不 带 边 ) 流 形 ;Gauss 曲率 为 0 的 流 形 
是 平面 或 锥 面 , 锥 面 为 过 一 点 的 直线 (有 限 或 无 限 ) 在 任意 光滑 曲线 上 滑动 而 成 
的 . 它 是 非 紧 致 (无 边 ) 的 开 流 形 . 我 们 提出 的 负 常 曲率 流 形 是 闭 流 形 ,因为 有 边 
界 一 一 圆周 (图 4. 17). 可 以 证 明 (这 里 不 讨论 这 个 问题 ) Beltrami 曲面 不 能 在 保持 
K(P) = -上 <0 的 条 件 下 向 这 个 圆周 外 延 拓 - 

通常 ,补充 原来 的 曲面 关于 平面 70z 相对 称 的 部 分 以 完成 这 个 曲面 ( 
4.21), 这 个 曲面 有 一 个 “折断 的 圆周 ", 这 些 折断 点 由 奇 点 组 成 

我 们 求 出 Beltrami* 漏 斗 "上 的 诱导 的 黎 曼 度量 . 在 Ri 中 引进 柱 面 坐标 (x,r， 
4) ,这 里 *=x,y =reos p,z=rsin p( 即 Ox 轴 是 旋转 轴 ) ;这 时 母线 为 x=x(r) 的 旋 
转 曲 面 上 的 诱导 度量 有 形式 
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ds* =(1+(x) ) dr +ridp’. 


Va —r 


外 


在 我 们 的 例子 中 ,x; = - ( 见 前 ) , 即 


2 
a 


命题 2 外 围 空间 的 欧 氏 度量 在 Beltra- 二 


mi 曲面 上 诱导 的 黎 曼 度量 是 Jlo6asesckuit 
度量 . 
证 明 考虑 变换 4=p,o= 荆 ,这 时 
dd + (d+?) 
v L4 [4 
显然 已 证 明了 命题. 命题 证 毕 . 
这 样 ,Baltrami 曲面 与 Io6auescxmit 平面 局 部 等 长 , 即 构造 了 To6adqepckrg 平 
面 的 某 个 区 域 到 三 维 欧 氏 空间 的 等 长 嵌 人 . 我 们 来 描述 Jo6aseacxka# 平面 的 怎样 
的 部 分 才 人 允许 在 R 中 等 长 嵌入 (作为 沿 着 它 的 母线 剪 开 的 Beltrami 曲面 ) (图 
4.22). 在 JIo6aresckmt 平 面 上 所 对 应 的 区 域 表示 在 图 4.23 中 ( Poincaré 模型 ). 这 
个 区 域 中 用 记号 w ,4o ,Bo 标 出 ,包含 在 通过 绝对 形 上 的 一 个 点 mw 的 两 条 平行 (在 
Jlo6aqeacknit 几何 意义 下 ) 直线 和 弧 长 为 2n( 若 a=1) 的 圆 弧 (在 欧 氏 意义 下 ,此 
加 周 与 绝对 形 相 切 于 w 点 )hoBo 之 间 . 
这 样 ,区 域 ( m ,4o,B。) 是 无 限 带 形 , 它 在 两 条 平行 直线 之 间 ,并 且 其 一 端 以 弧 
4oBo 为 界 . 


图 4.21 


图 4.22 图 4.23 


问题 能 不 能 在 R 中 不 仅 将 ( wm ,4u,Bo) (或 与 它 等 距 的 其 他 带子 ) 而 且 是 整 
个 Jo6aseBckHf 平面 ,等 距 地 实现 为 二 维 常 负 曲率 曲面 的 形式 呢 ? 答案 是 否定 的 
(这 里 不 证 明 )， 

现在 ,考虑 曲面 内 CR 的 平均 曲率 . 如 上 所 述 , 平 均 曲 率 决定 于 嵌 人 必 CR” 
的 方式 , 即 取决 于 第 一 和 第 二 两 个 基本 形式 . 如 何 求 出 具有 给 定常 曲率 的 二 维 曲 
面 ? 例如 ,0 平均 曲率 曲面 一 一 所 谓 的 极 小 曲面 这 些 曲 面具 有 如 下 的 特征 性 质 ; 
它 的 面积 局 部 地 与 另外 一 个 曲面 (此 超 曲面 与 原 曲面 仅 在 足够 小 半径 的 (任何 ) 球 
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内 部 不 同 ) 的 面积 相 比较 是 最 小 的 (参看 图 4. 24).“ 肥 皂 腊 "是 极 小 曲面 六 CR 
的 物理 模型 “肥皂 膜 ” 是 将 金属 制 成 的 闭 圈 从 肥 
皂 水 中 取出 而 得 到 的 . 方程 #8 =0 称 为 极 小 曲面 方 
程 . 我 们 求 出 它 的 显 式 形式 . 因为 
HCL-2MF+EN 
EG-F 

所 以 方程 有 =0 取 形 式 GL -2MF + EN =0. 如 果 曲 
面 由 z=/(x,y) 的 图 给 出 ,那么 (参看 前 面 ) 

ds = (1 +f2) dx +2f.fdxdy + (1 +f°)dy’; 

Ne 
WV a 


v1 + + 


(1+f2)fs -2 ff + (1+f7)f, =0. 

这 个 方程 是 相当 复杂 的 , 解 出 来 并 不 容易 . 当然 ,简单 的 情形 ,例如 : 欧 氏 平面 是 极 
小 曲面 ,因为 CQ =0. 

我 们 介绍 较 复杂 的 非 紧 致 极 小 曲面 的 例子 . 在 R 中 ,两 条 于 点 0 正 交 的 直线 
4 ,4. 固定 直线 4, 让 直线 4 以 常 速 e 沿 4 移动 ,同时 以 常 角速度 w 绕 站 转动 ( 进 
行 螺旋 运动 ), 直线 4 将 扫描 出 某 个 二 维 光 滑 流 形 CR ,这 个 曲面 称 为 正 螺 旋 面 
(参看 图 4. 25), 请 证 明正 螺旋 面 是 极 小 曲面 . 顺便 指出 , 任 有 
何 极 小 曲面 CR 都 具有 非 正 的 Gauss 曲率 ,因为 和 A, + 
A, =0. 

再 介绍 一 个 极 小 曲面 的 例子 . 考察 光滑 曲线 y(1) :y = 
ach 过 绕 轴 Ox 旋转 所 得 到 的 非 紧 致 曲面 . 由 分 析 教 程 知 


道 ,这 条 出 线 取 国定 在 两 点 4 和 B 的 重力 悬 链 的 形状 (图 
4.26) ,相应 的 曲面 称 为 县 链 曲 面 ( 图 4 27). 现在 来 求 隐 i 
由 引 理 5 的 证 明 可 知 ， 


H = 和 Ai +Aaz = 


于 是 ,得 到 方程 


i 
yVItO) Qty) 
=(ach 二 (rs (1+sw EE) + 


=0 
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于 是 ,其 链 曲面 是 极 小 曲面 . 如 果 只 考虑 由 点 4 和 B 绕 0x 轴 旋转 所 成 的 两 个 圆周 
之 间 的 悬 链 曲面 的 部 分 ,那么 得 到 极 小 曲面 的 例子 , 它 张 在 由 这 两 个 边界 圆周 组 成 
的 圈 三 上 ， 

所 谓 的 调和 曲面 与 极 小 曲面 是 紧密 联系 的 . 

定义 10 向 径 r(u,v) , 称 r(u,v) 关 于 坐标 u,v 是 调和 的 ， 如 果 3. + =0， 


即 Ar =0, 其 中 A 是 在 华 标 u,v 中 的 Laplace 算 子 . 

关于 坐标 (u,v) 是 调和 的 向 径 r(u,v) ,关于 另外 的 坐标 (w ,v') 不 一 定 是 调 
和 的 . 

定义 11 如 果 曲 面 记 CR 在 某 个 曲线 坐标 (u,v) 下 ,可 用 某 个 调和 的 向 径 函 
数 r(u,v) 给 出 , 则 称 曲面 庆 是 调和 的 . 

如 果 向 径 ~(w,z) 相应 的 曲面 的 平均 曲率 恒 等 于 0, 则 说 向 径 r(u,v) 是 极 小 
的 . 因为 平均 曲率 在 曲面 上 的 坐标 变换 下 是 不 变 的 ,于 是 ,如 果 向 径 关 于 一 个 坐标 
系 是 极 小 的 ,那么 它 关于 任何 另外 的 正则 坐标 系 也 是 极 小 的 . 对 于 调和 曲面 却 不 是 
这 样 ,所 以 通常 说 到 调和 映射 是 指 

r:D(u,v) oR (x,y,:), 
其 中 D(u,v) 是 平面 (u,v) 上 的 区 域 ,而 r(usv) 是 定义 曲面 CR 的 映射 ,映射 + 
在 一 个 坐标 下 是 调和 的 ,在 另外 的 坐标 下 ,一 般 说 , 它 已 不 再 是 调和 的 (举例 !). 例 
如 ,由 公式 
PO) (x 7) ， 

x,y,z 是 R 的 笛 卡 儿 坐 标 ,给 出 的 调和 曲面 , 即 在 笛 卡 儿 坐标 系 下 ,由 图 像 >=? 妇 - 
六 给 出 的 曲面 大. 很 明显 ,曲面 是 调和 的 ,同时 它 不 是 极 小 的 :万 =0 仅 在 点 (0,0) 
成 立 ,而 其 他 的 点 #0. 

注意 ,如 果 曲 面 记 CR 上 的 曲线 坐标 (u,v) 使 得 外 围 欧 氏 度 量 在 只 上 的 诱导 
度量 Ed +2Fdudv + Gdv* 是 共 形 欧 氏 的 , 即 =6,F =0, 则 称 此 曲线 坐标 是 共 
形 的 . 

附注 考虑 二 维 光滑 黎 曼 流 形 ,其 黎 曼 度量 ds* 有 实 解析 系数 E,F,G, 它 们 都 
是 局 部 坐标 u,v 的 函数 . 可 以 证 明 , 对 任何 点 ,存在 邻 域 U=U(P) ,在 U 中 可 以 
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引进 坐标 p,q( 是 原来 华 标 u,v 的 实 解析 函数 ) ,使 得 几 有 形式 :A(P,9) (dp* + 
dq") , 即 坐标 P,4 是 共 形 的 . 证 明 不 复杂 ,但 要 引用 专门 的 偏 微分 方程 ( Beltrami-La- 
place 方程 ) 解 的 存在 定理 ,这 超出 了 本 教程 的 范围 . 

在 R? 中 的 调和 向 量 与 极 小 向 量 有 怎样 的 关系 呢 ? 我 们 已 举 出 了 调和 向 量 但 
不 是 极 小 向 量 的 例子 . 极 小 向 量 也 不 必须 是 调和 向 量 . 虽然 如 此 ,我 们 有 下 面 命题 : 

命题 3 用 共 形 坐 标 表示 的 极 小 向 量 是 调和 的 . 

证 明 ” 设 (u,v) 是 共 形 坐标 ,而 "(u,v) 是 描述 极 小 曲面 的 向 量 . 注意 ,8 =6 = 
《rT)= 《r,sr,) ,= 《Tr ,7,): 要 证 明 的 是 7 +7,,。 =0. 设 4 = +r. 因为 H=0， 
所 以 

GL -2MF +EN=0,BL+N=0. 
由 此 得 到 (a,n) = 《rsn) + 《r,sn) =L+N=0, 其 中 n 是 大 的 法 向 量 . 剩 下 的 就 
是 要 证 明 (a,r,》 = (a,r,〉=0, 因 为 这 时 a 与 相互 正 交 的 向 量 7,r, 的 数量 积 为 0， 
即 a 应 该 为 0 向 量 . 将 等 式 E=G,F =0 微分 ,得 到 


(Tos Ta) = (rim》 ,Tea) = (Tm,) 


ey 
由 此 得 到 
(@ 7,) =(r% ,7,) — (Tsr,) =0, 
类 似 地 ,可 得 
(qa,r,) =0. 
命题 证 毕 . 
习 题 


1. 证 明 :R' 中 的 曲面 ,如 果 它 的 Gauss 曲率 和 平均 曲率 恒 等 于 0, 则 为 平面 . 

2. 设 曲面 $ 由 曲线 的 切线 组 成 ,用 曲线 的 曲率 和 挠 率 来 表示 该 曲面 的 Gauss 曲率 和 平均 
曲率 . 
3. 在 上 一 是 中 ,证 明 :曲面 的 度量 仅 依赖 于 曲线 的 曲率 . 


4.3 ”变换 群 


4.3.1 变换 群 的 简单 例子 


这 里 我 们 将 研究 度量 变换 群 的 主要 例子 , 即 流 形 上 保持 度量 的 映射 组 成 的 群 . 
考察 具有 度量 g, 的 黎 曼 流 形 Mr 
定义 1 流 形 Mr 到 自身 的 微分 同 胚 太 称 为 黎 曼 度 量 g, 的 运动 或 等 距 变换 ,如 
果 黎 最 度量 在 该 映射 下 变 为 自身 , 即 满足 恒等式 
Buly) =gi(z() 有 


上 
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其 中 多 ,7 是 点 ye M" 的 某 个 邻 域 的 局 部 坐标 ;x',…,x" 是 点 x*eM" 的 某 个 邻 
域 的 局 部 坐标 ;x =x (y'，…,y") ,1<i<n, 是 局 部 给 出 映射 了 的 函数 ,其 中 *= 
/7). 

我 们 已 给 出 了 等 距 变 换 的 “坐标 的 "定义 . 有 时 ,不 利用 局 部 坐标 而 用 不 变 的 
定义 是 方便 的 . 在 映射 六 下 ,微分 怕 把 (CHM ) 映 射 到 TCM") ,这 个 映射 是 同 构 , 在 
切 空间 7,(M") 和 7,(M") 中 ,由 歼 坚 度 量 定 义 了 数量 积 (,), ,和 (,),, 例 如 , (a， 
b),=gy(7)ab ab eT,(M"). 

定义 2 流 形 M" 到 自身 的 微分 同 胚 f 称 为 等 距 变 换 ,如 果 对 a,be7(M")， 
有 《a,b), = 《df(a) ,df(5)),, 其 中 

x*=f(y). 
引 理 1 等 距 变 换 的 坐标 的 定义 和 不 变 的 定义 是 等 价 的 . 
证 明 设 ae7T,(M") ,在 局 部 坐标 7 ,7 下 
a=(a', ,a"), 
由 此 ,Wla) e 7.(M") 有 形式 
1_ ox k 
(上 = 人 at， 


因为 #7(MM') 一 7,(M") 是 由 Jacobi 矩阵 给 出 的 . 由 此 
(a) dD)). <0)) = Ea = guard 

引 理 证 毕 . 

引 理 2 黎 曼 流 形 M" 的 所 有 等 距 变换 的 集合 构成 群 (在 代数 的 意义 下 ). 

证 明 ”由 “复合 函数 的 微分 法 则 "和 “在 坐标 变换 时 系数 6 的 变换 规则 " 知 等 
距 变 换 的 合成 仍 是 等 距 变 换 . 由 广 ' 的 Jacobi 矩阵 是 Jacobi 矩阵 J(7 的 道 矩 阵 知 
/是 等 距 变 换 . 取 恒 等 变换 作为 群 的 单位 元 , 引 理 证 毕 . 

黎 曼 流 形 M" 的 等 距 变 换 群 通常 由 映射 空间 提供 拓扑 结构 ,并 用 Iso( M" ) 来 表 
示 . 考察 简单 的 例子 . 

例 1 取 具 有 欧 氏 度量 必 = dr" 的 实 直 线 作为 M , 这 里 * 是 直线 上 的 坐标 设 
/是 R' 到 自身 的 微分 同 胚 ,就 是 说 , 它 由 严格 单调 增加 (或 减少 ) 的 函数 x = 六 y) 给 
出 , 因为 保持 度量 ,所 以 赋 = (7)?d2 =d， 即 (f))2 =1. 也 就 是 /具有 形式 f(y) = 
y+q, 或 1(y) = -y+5,a,b 是 任意 的 常数 . 于 是 , 实 直线 的 等 距 变 换 群 同 胚 于 一 对 
直线 ( 保持 直线 的 方向 的 正常 等 距 变换 及 改变 直线 方向 的 非 正常 等 距 变 换 ). 

例 2 考察 二 维 欧 氏 平面 并 求 出 保持 坐标 原点 0 的 等 距 变 换 群 . 我 们 将 在 平 
面 线性 变换 中 寻求 等 距 变 换 ( 可 以 证 明 平 面 的 任意 等 距 变 换 都 是 线性 的 ,现在 我 
们 将 不 研究 ). 度量 dx* + dy ,g; = 下 的 不 变性 的 要 求 ,可 写 为 矩阵 方程 妃 =447, 其 
中 4: R? 一 R? 是 线性 变换 . 这 就 是 正 交 群 的 定义 , 即 在 现在 情况 下 是 群 0(2) , 它 由 
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cosp sing cos 9 


知 隆 ( 本 外 (正常 放 转 ) 和 逢 阵 [ 
i 

组 成. 正常 旋转 构成 0(2) 的 子 群 ,用 50(2) 表 示 ; 非 正 
常 旋 转 不 构成 子 群 . 子 群 50(2) 是 0(2) 中 的 正规 因 
子 . 0(2) 由 和 矩阵 组 成 ,那么 就 是 拓扑 空间 . 每 一 个 这 样 
的 正常 的 矩阵 对 应 于 旋转 角 8. 这 样 生成 0(2) 的 那些 
矩阵 的 集合 同 胚 于 圆周 的 两 个 样本 ,于 是 0(2) 是 光滑 


de ) (正常 放 转 ,或 反映) 
A 


singp 


so0) (0 _)soo) 


的 一 维 闭 (不 连通 的 ) 流 形 (图 4. 28). We 
试 证 明 : 群 0(2) 与 具有 度量 必 = dp? 的 圆周 上 的 
所 有 等 距 变换 群 相同 . 提示 :类 似 于 群 Iso(R' ) 进行 图 4.28 


证 明 . 

例 3 欧 氏 平面 的 等 距 变换 (或 运动 一 译注 ) 可 写 为 形式 :y = 4x +5b, 这 里 
Ae0(2) ,向 量 b 定 义 了 平面 上 的 平行 移动 (平移 ). 显然 ,所 有 这 样 的 变换 都 保持 
欧 氏 度量 (验证 !). 进一步 将 指出 ,它们 概括 了 平面 的 所 有 等 距 变换 . 这 个 群 可 以 
写成 矩阵 的 形式 : 


于 是 , 群 so(Rz) 可 以 转化 为 同 胚 于 一 对 圆周 与 欧 氏 平面 直 积 的 拓扑 空间 ,从 而 这 
个 群 是 光滑 的 三 维 流 形 ( 非 紧 致 的 和 非 连通 的 一 一 两 个 连通 分 支 )。 
例 4 考虑 在 R; 上 给 出 的 不 定 度量 -dz + dy). 第 一 基本 形式 8 是 常量 ,并 有 
形式 
-1 0 
B =| in 
于 是 ,保持 这 个 度量 的 所 有 线性 齐 次 变换 满足 方程 
B=ABA', 
ab 
其 中 4:R;-R; 是 线性 变换 ,表示 为 4 =( 中 得 到 abc:d 的 方程 组 : 
a -b=1;ac=bd;d -c=1. 
解 这 个 方程 组 ,得 到 


Po +chpg +shp 
My |: 


或 者 
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于 三 汪 最 三 各 二 
Vi- 记 Vi-p 
| 人 士 I | 
V1 -让 Vi-P 


其 中 孔 =p,B= 由 wp; 并 且 ,下 面 符号 的 组 合 是 容许 的 : 
人 7)e®s(- js; -js 人 1)e®. 
这 里 提供 了 所 有 可 能 的 方案 . 例如 ,人 ” ，] 属于 @, 因 为 用 - 少 代 堆 少时 ,把 


这 为 | ” “j( 注 意 .sh( -办 ) = 一 由 风 ,oh( 一 几 ) = 中 几 ), 从 而 ,加 = 
+ + + 


US, UG UG,( 验 证 !) 并 且 加 ,由 @= 名 ,iz#j 实际 上 ,例如 假定 @ 几 @, 关 
纪 , 这 时 
chp= 一 ch 多,shp= —shy, 
这 是 不 可 能 的 ,因为 对 任意 的 p,ch p >0. 类 似 地 ,可 得 
BNG, = @ ,i#j, 
成 立 ， 
因为 群 @ 是 R? 的 齐 次 等 距 变换 群 ,所 以 它 的 变换 把 实 半径 或 虚 半 径 的 伪 
圆周 
-e+ =1IU| -到 + 大 = 一 1 
变 为 自身 . 考察 单位 正 交 标 架 
el=(1,0),el =(0,1). 
这 时 ,在 等 距 变换 4 的 作用 下 ,这 个 标 架 变 为 如 图 4.29 所 表示 的 那样 . 我 们 不 是 引 
用 通常 的 欧 氏 旋转 角 p, 而 是 引用 双 曲 旋转 角 光 ,假设 B= 由 w( 参 看 上 面 ) ;同时 群 
允 变 为 双 曲 旋转 群 . 双 曲 旋转 群 由 四 个 连通 分 支 组 成 . 这 就 是 集合 @, , @,, @,， 
名, ,如 上 面 所 述 的 那样 


YE 
= 
SS CA 
SN 
人 
WAN @4 /6: 
、\ 
图 4.29 图 4.30 
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群 久 实 现 为 矩阵 群 ,所 以 可 以 把 群 @ 放 人 入 所 有 生 阵 人 (ebend eR) 的 


四 维 实 欧 氏 空间 中 .从 而 继承 了 它 的 拓扑 . 每 一 个 子 集 ,1 <i<4, 关 于 这 个 拓扑 
是 道路 连通 的 (证 明 1). 

这 四 个 连通 分 支 中 ,只 有 @, 是 子 群 (验证 1). 群 @ 是 四 维 矩 阵 | 。 空间 中 
的 子 集合 ;同时 每 一 个 @,1<is4. 都 同 胚 于 实 直 线 (图 4 30). 这 个 同 胚 ( 例如 ， 
人 ) 是 由 每 一 个 给 阵 人 与 有 消 的 值 之 间 的 对 应 建立 起 来 的 . 这 个 相互 
单 值 的 对 应 也 是 连续 的 (验证 !), 群 @ 把 虚 半 径 的 伪 圆周 -+* + 六 = -1 变 为 自 
身 在 图 4 31 中 指出 了 四 个 变换 -一 @ , @。,@,,@, 的 代表 的 作用 . 类 似 的 事情 
也 发 生 在 实 半 径 的 伪 贺 周 上 . 

群 @@ 是 可 交换 的 (验证 1). 子 群 @, 是 @ 的 正规 因子 于 是 ,确定 了 商 群 
8/@,, 它 的 阶 数 等 于 @ 的 连通 分 支 数 , 即 等 于 4 因为 @ 是 可 交换 的 ,所 以 @/@ 
也 是 可 交换 的 , 仅 存在 两 个 4 阶 可 交换 群 :2,@@Z,,24. 哪 一 个 群 才 同 构 于 @/@ 
呢 ? 我 们 构造 8 ,gs,&s,& 的 乘法 表 ,得 到 @/@， 同 构 于 2 @2.. 在 这 里 , 伪 贺 周 
旋转 群 不 同 于 通常 的 圆周 旋转 群 ( 对 此 ,相应 的 商 群 同 构 于 2 ). 

例 5 ”考察 标准 嵌入 R? 中 的 二 维 球面 ,球面 上 带 有 Rs 的 由 内 人 诱导 的 度量 。 


首先 ,考察 R" ,并 求 出 保持 欧 氏 度量 必 = > (dx ) 的 线性 齐 次 变换 4 构成 的 群 . 


因为 矩阵 (8y) 的 形式 为 


图 4 31 
10 | 和 
(9 = (1) 全 等; 多 到 =( 。 -1 关于 符 标 原点 的 反映 :下 


(9 名 =。 -关于 镇 的 反 时 td) 5& = 人 县 关于 四 的 反 寺 


四 ”原文 "orpaxeme" 应 译 为 "反射 " ,这 里 应 是 “对 称 "的 意思 . 一 一 译注 . 


4.3 变换 群 107 


所 以 有 :E=A4"; 方 程 E=44" 的 解 是 正 交 和 矩阵 ,它们 构成 群 0(n). 0(n) 中 包含 了 
由 正常 (行列 式 = +1) 旋 转 组 成 的 子 群 S0(n); 子 群 50() 是 0(n) 的 正规 因子 ， 
并 且 商 群 0(n)/SO(n) 同 构 于 2Z,. 

设 n=3; 这 时 0(3) 保 持 R 的 欧 氏 度量 ;于 是 ,球面 变 为 自身 . 这 样 ,0(3) 是 
150( 5 ) 的 子 群 . 下 面 要 证 明 

0(3)=1S0(5™). 
考察 50(3) CO(3). 因为 50(3) 包 含 在 所 有 具有 实 系数 的 (3 x3) 和 矩阵 空间 中 ,所 
以 它 配 上 诱导 的 拓扑 ,就 成 为 拓扑 空间 . 

引 理 3 作为 拓扑 空间 的 群 50(3) 同 胚 于 三 维 射 影 空间 RP’. 

证 明 设 4 为 SO(3) 的 元 素 ; 这 时 在 Ri 中 存在 不 动 轴 4(4), 即 4 在 R 中 的 
作用 归结 为 绕 轴 1(4) 旋 转 某 个 角 p(4). 车 4zE, 则 1(4) 是 唯一 确定 的 . 考虑 垂直 
于 轴 /(4) 的 平面 了 (4) ,1(4) 通 过 点 0; 在 林 (4) 上 取 任 意向 量 ,将 el 在 平面 
7(4) 上 旋转 p(4) 角 ,得 e,( 参 看 图 4.32). 补充 向 量 e;, 与 el,e; 一 起 构成 标 架 
(e1,e2,6) ,使 标 架 (@1,e,,e,) 的 定向 与 标 架 (a ,as ,4; ) 的 定向 一 致 ,这 里 (a, ,aq;， 
qm ) 是 R 中 某 个 预先 固定 的 标 架 . 若 以 e, 为 直线 1(4) 的 方向 , 则 1(4) 就 成 为 实数 
轴 并 且 可 放置 一 个 值 p(4). 这 样 每 一 个 4e SO(3) 与 R? 中 的 点 单 值 地 对 应 ,此 点 
以 P(1,p) 表 示 . 显然 ,P(L,r) =P(1, -7) ,因为 绕 1(4) 旋 转 mn 和 -7 是 相同 的 . 
如 果 1Ip(4)1 <T, 那 么 P(1,g) 对 应 一 个 且 仅仅 一 个 Pliw) 
旋转 4. 在 4 连续 改变 时 ,P(1,g) 连续 变动 ;反之 也 
成 立 . 

于 是 在 正 交 变换 4 与 半径 为 5 的 三 维 球 中 的 点 
之 间 建 立 了 一 对 一 的 且 连 续 的 对 应 ,这 里 ,在 球 的 边 
界 ( 即 半径 为 5 的 球面 上 ) 上 ,把 对 径 点 P(L,T) 和 
P(L, -T) 粘 合 在 一 起 . 剩 下 的 是 要 证 明 这 个 “ 球 (在 
边界 上 粘 合 的 球 )" 同 胚 于 RP'. RP? 的 一 个 定义 是 把 图 4.32 
它 实现 为 R 中 通过 0 点 的 直线 束 ;这 个 模型 与 下 面 
的 模型 是 等 价 的 : 取 $ ,并 把 它 的 对 径 点 视 为 一 点 . 为 此 ,应 该 取 半 球面 $ ,并 在 其 
边界 ( 即 在 赤道 5 上 ) 上 ,把 对 径 点 视 为 一 点 (参看 图 4. 33). 半球 面 微 分 同 胚 于 三 
维 圆 盘 :用 垂直 射影 可 以 实现 品 到 D' 的 微分 同 胚 (参看 图 4. 33 ). 于 是 把 边界 上 
的 对 径 点 视 为 同一 点 时 ,RP’ 同 胚 于 忆 . 引 理 证 毕 , 

因为 RP' 是 道路 连通 的 ,所 以 0(3) 由 两 个 道路 连通 的 分 支 组 成 . 

例 6 考察 Io6aqescxmit 平面 的 等 距 变 换 群 . 考虑 Jo6ageBckyit 平面 在 具有 度 


量 (全 4 的 上 半 平 面 的 实现 在 复 平面 的 分 式 线性 变换 w= 全 + 中 来 寻找 这 


(z-3)” 


中 ”由 于 文中 有 *d" 和 作为 微分 的 "de”, 译 文中 凡 作 为 微分 用 时 都 加 括 导 .一 译注 
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个 度量 的 等 距 变换 群 ,这 里 a,5,c,d eC. 因为 (dw) = 下) (验证 ) ,所 以 
2 


lad - bel’ 
(dw) (di) = 一 可 (dz) (dz). 
i 


总 之 ,这 是 欧 氏 度量 乘 以 变数 量 因子 ， a 这 些 变 换 保持 相 
交 直 线 夹 角 的 余 东 ; 剩 下 的 要 验证 它 还 保持 角 的 方向 . 


我 们 证 明 JacobiJ 是 正 的 . 事实 上 , (dw) =A(z) (dz);A(z) = pa 


=R";7,(R") = R* (参看 图 4.34). 于 是 ,映射 /:z 一 w | 
(qf(z)) =A( 必 ) ,A eC 来 描述 . 设 


A=u+iv, 
ne 及 ,这 时 Jacobi 矩阵 用 实数 表示 为 | 中 ， 即 Jacobi 等 于 w+ 必 ,确实 是 正 


的 . 于 是 , 角 保持 不 变 . 现在 ,我 们 从 所 有 分 式 线性 变换 中 选 出 上 半 平 面 变 为 自身 的 
变换 . 


;7.(R’) 


1 2-Ci 
R2-C 不 R=C. 


Ta-Rz 委 TCR3=R2 


图 4.34 


508 abc' de 
R,peC,p 关 0 时 ,把 上 半 平 面 变 为 自身 ; 即 当 所 有 的 系数 (ab,c,d) 与 四 实数 组 
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far,b"e',d) 威 比例 ,此 外 ,还 有 ad - be >0 时 变换 w= 旦 + 把 上 半 平 面 变 为 


自身 . 
证 明 是 不 难 的 ,我 们 把 它 留 给 读者 (或 参看 复 分 析 教程 ). 
引 理 5 任何 变换 

m+b 

ctd” 


a,b,c,deR 民 ,ad -bc >0, 都 是 Io6aseacxwii 平面 的 等 距 变 换 . 

证 明 我 们 有 

ad-be ( 
Lo) 

这 就 是 所 要 求 的 ， 

因为 ad -be >0, 所 以 可 以 假定 ad - be =1. 引 理 证 毕 . 

命题 1 Jio6aqeacxat 平面 的 等 距 变换 群 /80(Z, ) 含 有 同 构 于 群 SL(2;R)/Z 
的 子 群 ,这 里 SL(2;R) 是 行列 式 为 +1 的 实 系数 (2 x2) 和 矩阵 群 ,Z, 是 由 变换 忆 和 
-已 构 成 的 子 群 ,SL(2;R)VZ, 为 8L(2;R) 关 于 2 的 商 群 , 

证 明 由 引 理 5, 这 是 等 距 变换 , 它们 的 全 体 构成 群 .实际 上 , 实 系数 的 分 式 线 
性 变换 并 且 行列 式 等 于 1 的 变换 的 合成 仍 是 同一 类 型 的 变换 . 因为 ad - bc #0, 所 
以 存在 相同 类 型 的 逆 变 换 . 


现在 考 卡 算 阵 群 叱 (2;R), 即 下 列 生 阵 构成 的 群 :人 {” ,0,b,e,d eR, 且 
ad -be =1 作 映 身 


W= 


dw) (dw) 〈 必 )( 占 ) 
(wm) (z-2) 


9p:SL(2; 及 ) 一 全) ， 


0 是 变换 w= 时 Eb,a,b,c,deR,ad— bc =1 构成 的 群 . 设 *| 让 竺 二 显然 


4 是 同 态 ( 验 证 !) ,并 且 p 是 满 同 态 . 我 们 来 求 Ker p. 显然 8(&) =p( -8) ,因此 
Ker pI2Z, =(E,—E). 
可 以 证 明 Ker p =, 设 p(g) =p(g'), 即 
az+b osth’ 
+d catd’” 


由 此 ,得 
da a ec a+b_ ob 
Bd i tmp 
b=Ab’,d=Ad';a =pa' ,c=pe" 
由 此 ,=A,g8' =Ag, 从 而 有 入 = +1, 这 就 是 所 要 求 的 . 命题 证 毕 . 
练习 ”证 明 :SL(2;R)/Z, 是 连通 的 拓扑 空间 . 


J 4 
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不 应 该 认为 变换 SL(2;R)/Z, 包含 了 全 部 150( 心 ). 事实 上 ,看 映射 80:2 一 
-下 这 个 映射 把 上 半 平 面 变 为 自身 ,并 保持 Jo6aseackrm 度量 (这 是 关于 轴 0y 的 


反射 ). 同时 ,go 不 能 写成 全 的 形式 . 实际 上 ,变换 


他 


符 二 4 是 共 形 的 (参看 上 面 ), 即 保持 有 向 的 角 . 映射 


go:2 一 一 2 不 是 共 形 的 (参看 图 4. 35). 
i i _m+b 
于 是 ,还 应 该 研究 变换 5(z)iw = 5(z) = -至 二 4 Rm 
Ey 换 句 话说 ,应 研究 变换 w= 生 
-1. 所 有 这 些 变换 的 集合 记 为 @;. 集合 @ 和 8, 是 同 胚 的 ,因为 任意 的 5e @:， 
有 8g5=&ofeg@, 且 go 都 是 等 距 变换 ,所 以 gof 也 是 等 距 变 换 . 用 go e 人 @; 乘 集合 
@) 的 方法 可 建立 此 同 胚 . 其 次 ,@,ng@: = 纪 . 事实 上 ,第 一 类 型 保持 有 向 角 ,而 第 


二 类 型 不 保持 有 向 角 . 
引 理 6 集合 @ = @U @, 构成 群 ,其 中 @, 是 它 的 子 群 . 
证 明 考察 所 有 行列 式 等 于 +1 的 实 (2 x2) 和 矩阵 的 全 体 所 构成 的 群 L(2;R). 


此 群 有 两 个 连通 分 支 :L(2;R) =L UL, 其 中 


"| 


| 


子 群 心 表示 为 5(2;R). 作出 映射 :一 他 如 下 : 


,ay5icydER,ad -bc= 


b 
若 4-| jo) =/e®, 
cd 


若 8=| 。 A =ge@,, 


+ 
8(7) =St od -be= -1 


显然 ,yp 是 同 态 (验证 !). 其 次 ,p 是 满 同 态 ,p 不 是 双方 单 值 的 ,并 且 有 核 . 为 了 求 
它 的 核 ,找到 群 @ 的 单位 元 素 的 原 像 即 可 . 和 命题 1 中 的 证 明 一 样 ,证 明 Ker(p) = 
2Z,,Z, = ( + 天 ,~ 瑟 ). 引 理 证 毕 . 
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实际 上 是 证 明了 下 面 的 引 理 . 
引 理 7 群 @=@U@, 同 构 于 L(2;R)/Z,, 其 中 


L(2;R) = 人 .de = 直到 =(B， 二 页 


于 是 ,在 Jo6asesckrm 平面 的 等 距 变换 群 中 提出 了 由 两 个 道路 连通 分 支 组 成 
的 子 群 , 即 人 @@=Z(2;R)/Z:. 这 个 群 的 元 素 用 几 个 参数 来 描述 呢 ? 很 明显 ,元 素 
8E 地 由 三 个 独立 参数 给 出 . 

引 理 8 群 SC(2; 及 ) ,作为 拓扑 空间 , 同 胚 于 圆周 与 欧 氏 平面 的 直 积 ,因此 是 
三 维 光 滑 非 紧 致 流 形 . 相应 地 ,L(2;R) 同 胚 于 两 个 相同 贺 周 与 欧 氏 平面 的 直 积 . 

证 明 由 代数 教程 知道 ,平面 上 任何 行列 式 为 +1 的 线性 齐 次 变换 可 以 唯一 
地 表示 为 正常 旋转 与 三 角形 矩阵 的 变换 的 合成 (关于 基 的 正 交 化 定理 ). 于 是 , 任 
何 和 矩阵 gs SL(2;RR) 允许 (唯一 地 ) 表示 为 矩阵 的 乘积 


_ 1 csp sing 人 
i she 二 
因为 旋转 的 全 体 构成 圆周 ,而 行列 式 为 1 的 三 角形 的 矩阵 构成 欧 氏 平面 . 引 理 
证 毕 . 
我 们 将 指出 , 子 群 L(2;R)/Z, 完全 囊括 了 整个 的 群 1SO(L,). 
例 7 回 到 欧 氏 平面 的 运动 群 上 来 . 我 们 求 出 的 变换 y=Ax +b,4Ae0(2),be 
R" ,可 以 写 为 复数 形式 w=az+b,aeC,beC,lal =1, 即 w=e” .z+b. 这 个 群 同 


构 于 由 形 如 人 1 的 短 阵 组 成 的 群 ,其 中 = ev 


容易 验证 : 欧 氏 空间 R" 的 线性 等 距 变换 群 SO(R" ) 与 变换 了 = Ax +b 构成 的 
群 是 同 构 的 ,这 里 4 是 正 交 和 矩阵 ,而 向 量 刀 给 出 位 移 . 群 30O(R") 同 构 于 由 形 如 


ft -| 

(去 
的 矩阵 构成 的 矩阵 群 . 于 是 群 1S0( R") 作 为 拓扑 空间 , 同 胚 于 直 积 0(n) x R". 
4.3.2 和 矩阵 的 变换 群 


所 有 研究 的 群 的 例子 原来 都 不 仅 是 拓扑 空间 ,而 且 还 是 光滑 流 形 . 其 拓扑 是 将 
变换 群 嵌 人 到 矩阵 群 后 产生 的 ,而 矩阵 群 的 拓扑 用 通常 的 方式 定义 :如 果 两 矩阵 的 
逐个 元 素 是 邻近 的 ,那么 就 认为 此 两 个 矩阵 是 邻近 的 . 这 样 , 自然 地 产生 某 一 类 光 
请 流 形 , 它 上 面 的 点 可 以 “ 相 乘 ” ,而 且 这 个 乘法 满足 代数 群 的 所 有 公理 ， 

定义 3 光滑 流 形 M" 称 为 李 群 ,如 果 在 它 上 面 给 定 了 两 个 光滑 映射 

f:M" xM" 一 MM" (乘法 )， 
v:M" 一 M"( 取 北 元 素 )， 
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通常 表示 为 
x7) =x y, 
v(x) =x 
同时 ,存在 点 e( 单 位 ) e 了", 与 映射 /,v 一 起 满足 关系 式 
(1) zx (7 5) =( 站 2 


(2) ezr=xve=xixw =xx=e， 


通常 要 求 运算 f 和 vw 是 连续 的 ,但 在 涉及 到 的 所 有 具体 的 例子 中 , 群 的 运算 是 
光滑 的 ,因此 在 李 群 的 定义 中 就 采用 了 光滑 映射 /和 

定义 4 李 群 作 中 能 用 连续 的 路 径 与 群 @ 的 单位 元 素 相连 接 的 元 素 & 的 集 
合 称 之 为 群 @ 的 单位 连通 分 支 ,并 表示 为 @,. 

命题 2 集合 @, 是 @ 的 子 群 ,此 外 ,@u 是 @ 的 正规 因子 ,所 以 确定 了 商 群 
8/ 

证 明 设 g,82 Ee ,要 证 明 g1* gi e @o. 由 @, 的 定义 ,存在 连续 的 路 径 
Y1( 人 和 Ys( 习 ,使 (0) =e,y(1) =& 和 为 (0) =e,y2(1) =&2. 考察 路 径 y(1) = 
Yi( 人 “yz(), 由 名 的 乘法 运算 的 连续 性 ,路 径 y(t) 是 连续 的 ,显然 ,gg 与 单位 
元 相连 接 . 

我 们 证 明 对 任何 go e @k 和 任意 的 ge 加 ,元素 ggog 属于 @o. 因为 go e 3,， 
所 以 存在 连续 路 径 y(1t) ,使 Y(0) =e,y(1) =go. 考虑 新 的 路 径 p(t) =gy(t)g!， 
它 是 连续 的 ;同时 p(0) =e,p(1) =ggog“, 即 ggog “eo 命题 证 毕 . ; 

我 们 将 研究 矩阵 群 的 基本 的 例子 . 所 有 这 些 群 都 是 李 群 ,但 是 除 某 些 特例 外 。 
我 们 将 不 证 明 这 一 事实 , 


4.3.3 完全 线性 群 


考察 欧 氏 空间 R" 和 RR" 到 自身 的 非 退 化 的 线性 齐 次 变换 , 即 所 有 实 系 数 的 非 
退化 (n xz) 矩阵 的 集合 . 这 个 集合 表示 为 GL(n;R). 对 GL(n;C) 也 类 似 地 给 巴 
定义 . 

引 理 9 集合 GL(n;R) 和 GL(n;C) 是 李 群 . 

证 明 考察 集合 CL(n;R). 集合 CL(n; 及 ) 构 成 群 (在 代数 意义 下 ) 的 事实 是 
显然 的 ,我 们 将 GL(n;R) 附 上 光滑 流 形 的 结构 ,并 使 所 有 群 的 运算 都 是 光滑 的 . 显 
然 ,GL(m; 及 ) = 有 ”\{g:det(g) =0| ,这 里 的 欧 氏 空间 R" 与 所 有 n 阶 矩阵 (在 域 R 
上 ) 的 空间 是 一 致 的 . 因为 方程 det(&) =0 是 多 项 式 的 方程 ,所 以 集合 Re \1g: 
det(8) =0| 是 R” 中 的 开 集 , 即 是 R” 中 的 区 域 ,所 以 是 mr 维 的 光滑 流 形 . 因为 矩 
阵 48 的 每 一 个 元 素 都 是 矩阵 4 和 8 的 元 素 的 二 阶 多 项 式 ,所 以 矩阵 的 乘法 是 光 
滑 运 算 . 道 矩 阵 4 的 每 一 个 元 素 都 是 矩阵 4 的 元 素 的 有 理 函 数 (由 于 4 的 非 退 化 
性 ,分 母 不 等 于 0). 用 类 似 的 方法 可 证 明 GL(n;C) 是 李 群 . 引 理 证 毕 . 
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4.3.4 特殊 线性 群 


5L(niR) 为 GL(n;R) 中 由 方程 det(g) =1 确定 的 子 集合 ,显然 ,这 个 集合 是 
群 并 且 是 拓扑 空间 . 实际 上 ,SL(n;R) 是 光滑 流 形 ,这 里 不 去 证 明 它 . 群 SL(n;C) 
为 GL(n;C) 中 满足 关系 式 det(g) =1 的 于 群 . SL(n;R) 的 维 数 等 于 mw 一 1, 而 
SL(n;C) 的 维 数 等 于 2n* -2. 


4.3.5 正 交 群 


考察 R", 具 有 欧 氏 的 双 线性 形式 (a,5) = ai. 群 0(nsR) 为 保持 这 个 数 


量 积 的 二 阶 实 矩 阵 4 构成 的 群 , 即 对 任意 的 a,be R", 满 足 关系 式 : (Aa,Ab) = 
《a,5). 通常 把 群 0(n; 民 ) 表 示 为 O(n). 群 0(n;C) 可 类 似 地 定义 . 群 0(n) 包 含 子 
群 SO(n) ,SO(n) 称 为 特殊 正 交 群 :如 果 det(g) =1, 则 geS0(n)， 

引 理 10 和 群 SO(n) 是 道路 连通 的 ,并 且 与 群 0(n) 的 单位 连通 分 支 重合 . 商 群 
0(n)/50(n) 同 构 于 ZZ,, 即 0(n) 由 两 个 连通 分 支 组 成 . 

证 明 ”由 代数 教程 知道 ,对 任意 元 素 go e 50(n) ,存在 正 交 变 换 ge 0(n) ,使 
4 =ggo8 是 如 下 形式 的 矩阵 ， 

车 n=2k 是 偶数 , 则 为 


cos py sin pi 


sin p, cos pi 


| 
cos psin pu 


sin pe cos ph 


车 n=2k+1 为 奇数 , 则 为 


cos pl sin Vi 


一 sin gp) cos pi 


作为 连接 g。 和 单位 矩阵 的 连续 道路 y(1) ,在 一 套 对 角 线 上 的 矩阵 中 ,将 角 
变量 乘 以 参数 1, 于 是 ,SO(n) = ( 0(n) )。. 因为 行列 式 为 - 工 的 正 交 和 矩阵 的 集合 同 
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胚 于 SO(z). 引 理 证 毕 . 

有 时 ,把 0(n) 表 示 为 R“ 的 子 集 是 方便 的 . 0(n) 由 方程 组 447 = 已 确定 . 这 里 
R" 是 上 ， 阶 矩阵 4 的 线性 空间 . 

在 R" 中 考察 形式 (4,B) =tr4B". 显然 ,在 R" 中 取 基 向 量 ej,1<i,j<n( 除 第 
i 行 ,第 j 列 的 元 素 为 1 外 ,其 他 元 素 为 0) 时 ,这 个 数量 积 是 欧 氏 的 . 如 果 , 4 = 
ZF aes,B = > be, ,那么 

(4,B) = 了 ai 以， 

很 明显 ,这 个 数量 积 与 欧 氏 数量 积 是 一 致 的 . 把 矩阵 4s R" 与 向 量 A = >》 aley 等 
同时 ,可 以 把 它 与 向 量 4 的 欧 氏 长 度 相对 应 ,这 时 ‖ 4 中 ?= trA4". 于 是 ,对 Ae 
0(n) ,有 41 =Yn, 即 0(n) 位 于 半径 为 /4 的 标准 球面 5”-'CR™ 上 . 


4.3.6 ” 西 群 和 特殊 西 群 
考 人 复 空间 C ,其 全 标 为 了 ，… ,并 附 上 Hermite 数量 积 ; (a,b) = Re 信 oi， 


其 双 线 性 复 值 形式 为 Ya 必用 U(n) 表 示 C" 中 保持 坐标 原点 和 这 个 数量 积 的 
所 有 线性 算 子 的 群 , 即 所 有 使 4a,5 =(ha,45) ,a,beC" 的 半 阶 复 值 矩 阵 4 构成 
的 群 . 这 个 条 件 等 价 于 和 矩阵 方程 4 4 = 天 ,其 中 字母 上 的 横 线 表示 复 共 斩 . 由 此 , 若 
8eU(n), 则 det(g) =es. 定义 U(n) 中 使 det(g) =1 的 所 有 g 的 集合 作为 子 群 
SU(n). 

引 理 11 群 U(n) 和 和 群 SU(n) 是 道路 连通 的 . 

证 明 考察 SU(n) ;由 代数 教程 知道 ,对 每 一 个 g。e SU(n) ,存在 西 变换 g e 
U(n) ,使 a。=ggog 是 如 下 形式 的 对 角 矩 阵 

EY 0 
3 pt pt" +p, =2InleZ 
0 ng 

(其 中 ,e™,1<h<n, 是 算 子 go 的 特征 值 ). 作为 连接 & 和 忆 的 连续 路 径 只 要 取 连 
续 的 矩阵 艇 y(1) =g'a(1)g, 这 里 


ow 0 


aa = a 
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显然 ,y(0) =E,y(1) =go. U(n) 的 连通 性 可 类 似 地 证 明 . 引 理 证 毕 . 

练习 证 明 ;U(n) (作为 拓扑 空间 ) 同 构 于 SU(n) 与 5' 的 直 积 . 

练习 ”@ 是 连通 李 群 ,#H 是 它 的 离散 正规 子 群 (对 于 子 群 昌 , 若 群 @@ 的 单位 元 
有 开 邻 域 U, 使 得 在 U 中 仅 包 含 及 的 一 个 元 素 一 一 单位 元 , 则 称 万 是 @ 的 离散 子 
群 ). 证 明 : 任 何 离散 正规 子 群 HH 都 在 马 的 中 心 之 中 , 即 万 与 整个 群 @ 可 交换 ， 

有 时 ,把 U(n) 表 示 为 Rw” 中 由 线性 方程 组 4 全 =E 所 确定 的 子 集合 ,这 里 
RC", 它 与 所 有 的 阶 复 值 垂 阵 4 所 构成 的 线性 空间 等 同 , 在 C" 中 ,考察 由 
矩阵 E64 ,1 所 组 成 的 基 , 这 里 基 的 元 素 除 第 上 行 .第 j 列 的 一 个 元 素 外 ,全 部 等 于 
0(1<h,j<n). 如 果 A4,BeC", 那 么 , (4,B) = Re tAB" = Sah ,这 与 C" 中 的 
Hermite 数量 积 一 致 . 把 每 个 矩阵 4 与 向 量 等 同时 ,可 以 求 出 向 量 4 的 网 氏 长 度 : 
14 1 = Re tr 人. 于 是 U(n) 位 于 半径 为 /的 球面 S”' 上 . 

引 理 12 群 GL(n;R) 由 两 个 道路 连通 分 支 组 成 ; 群 GL(n;C) 是 道路 连通 的 . 

证 明 群 GL(n;R) 分 解 为 两 个 子 集 合 

,= |g:detg >0| ,©®, = |g:detg <0| 
的 并 . 因为 矩阵 的 行列 式 是 它 的 系数 ( 即 在 R” 中 的 坐标 ) 的 光滑 函数 ,所 以 这 两 个 
子 集 是 不 相交 的 . 其 次 ,@, 同 胚 于 @。. 

我 们 证 明 @ 的 连通 性 , 因为 每 一 个 元 素 ge @u ,可 以 解释 为 在 R" 中 的 某 个 
基 , 利 用 已 知 的 化 基 为 单位 正 交 的 过 程 ,得 到 g 可 表示 为 5&=a p,ae50(n),p 
是 上 三 角形 矩阵 ,在 主 对 角 线 上 为 正 的 特征 数 w,,….9pv- 现在 ,矩阵 g 沿 着 道路 
Y(4) =a， yp(1) 可 连续 地 变 为 矩阵 a, 其 中 


pit+(1-:) 
洒 友 局 pat+(1-t) put 
0 g pt+(1-t) 
剩 下 的 就 是 引用 SO(m) 的 连通 性 . 对 GL(n;R) , 引 理 证 毕 . GL(n;C) 连 通 性 的 


证 明 留 给 读者 . 

附注 CL(n;C) 的 连通 性 和 GL(n;R) 的 不 连通 性 ,还 可 这 样 解释 ( 非 严格 ) : 
群 GL(n;R) 可 用 从 R” 中 删 去 超 曲 面 

det(g) =0 
而 得 到 ,det(g) =0 分 R" 为 两 部 分 . 在 复 的 情况 下 ,GL(n;C) 由 C” 和 R™ 前 去 子 
集 det(g) =0 而 得 到 ,det(g) =0 的 余 维 数 等 于 2( 从 实 的 观点 来 看 ) ,因为 复方 程 
det(g) =0 等 价 于 两 个 实 方程: 
Rel( det(g)) =0,Im(det(g)) =0. 

归纳 起 来 ,很 明显 ,“ 余 维 数 为 2" 的 曲面 不 把 Rw 分 为 两 部 分 . 任何 两 个 非特 殊 点 
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可 用 “ 绕 过 "特殊 点 集合 的 道路 连接 . 
我 们 已 把 V(n) 定 义 为 保持 实 值 数 量 积 (a,b〉= Re 必 中 的 矩阵 群 , 但 是 ， 


除 此 以 外 ,在 C" 中 有 与 之 有 关 的 双 线性 复 值 形式 (a,5》 = 六 ,因此 很 自然 
地 产生 保持 这 个 形式 不 变 的 矩阵 群 U(n)', 即 满足 恒等式 (Ba,Bb) = (a,b) ,a， 
beC" 的 B 构 成 的 群 . 

引 理 13 群 U(n) 和 群 U(n) ' 是 同一 个 群 . 

证 明 是 不 困难 的 , 留 给 读者 . 

我 们 讨论 使 C" 和 R” 二 致 的 “ 实 化 "的 算 子 . 在 C" 中 选择 Hermite 基 
el,…,6, ,考察 正 交 (关于 (a,b) ) 向 量 的 集合 :el，…,e,;ie, ,…,ie,. 这 时 ,任何 向 
量 zeC" 有 分 解 式 : z = Ee, + Er ie ) ,z+ = xt +iy, 这 使 得 C" 与 R” 一 致 . 
映射 p:C" 一 R”,p(z) = (2 ,x ，…, 六 ) , 称 为 C" 的 实 化 算 子 , 容易 验证 ,C" 
中 的 Hermite 数量 积 在 实 化 后 ,转变 为 R* 中 的 欧 氏 数量 积 . 

“在 R” 中 给 予 复 结构 "包含 什么 意义 ? 考察 实 化 p:C" 一 R”, 这 时 RosaR"@ 四 
iR"=C". 于 是 ,在 R” 中 出 现 线性 算 子 4,4(x) =ix. 显然 ,4* = -EE,A(iei) = -ai 
即 在 正 交 基 (e ,ai ,vi ) 中 , 短 阵 4 有 形式 4= [5 ,而 且 4< 
3S0(2m)， 

定义 5 _R”™ 中 的 正 交 算 子 4e50(2n) ,车 4 = -已 , 则 说 4 定义 了 R2 中 的 复 
结构 , 

容易 验证 ,这 样 的 算 子 借助 于 基 的 正 交 族 转变 为 形式 4= {” 


于 是 ,产生 某 个 正 交 基 e@1，…,e,;h,…,t,, 使 4(e4) =h;4(&) = -ei 张 在 
ei,…,el 上 的 空间 记 为 R"|e, | ,得 到 分 解 Rw=R"|e,1 BR"|41. 于 是 ,任何 ae 
R" 有 唯一 的 分 解 形式 

a=xr+Ay,x,yeR"|e,|. 
因为 4 = -EE, 如 果 我 们 考虑 向 量 |e| 的 所 有 的 复线 性 组 合 时 ,得 到 C". 

西 群 在 实 化 p:C" 一 R™ 下 ,发 生 怎样 的 变化 ? 设 4eU(n) ,因为 它 保持 Her- 
mite 形式 ,所 以 在 实 化 后 它 转化 为 作用 在 R* 上 并 且 保 持 欧 氏 形式 的 算 子 ph, 即 它 
是 群 0(2n) 的 元 素 . 

命题 3 在 实 化 p:C" 一 R" 之 下 产生 的 单 同 态 

9Pp3:U(m) 一 SO(2n) 
可 表示 为 
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局 
4=C+ria (ps oj S02n), 


其 中 C 和 8 都 是 实 的 . 此 外 ,p(U(n))=S0(2n) me(GL(niC) )， 
证 明 设 e,,…,e, 是 C"' 的 基 ; 由 此 
(C+iB)e, =Ce, +B(ie,); 
(C+iB)(ie,) = —Be, +C(ie,), 


即 p(4) =| 直接 计算 可 得 det(p(4)) = 1det 4 , 即 det(e(4) ) >0. 现 


设 g(4)egp(U(n)), 一 方面 p(4) e SO(2n), 另 一 方面 p(4) 是 复 的 非 退 化 算 子 
的 实 化 得 到 的 ;由 此 ,p(U(n))C50(2n) Np(GL(n;C)). 反之, 设 ge50(2n)， 


ke9(CL(niC)). 这 意味 着 5 有 形式 | 5 “9 . 即 gep(U(m)). 全 业内 


C -B 
B C. 


4.3.7 非 紧 致 辛 群 和 紧 致 辛 群 


如 果 在 线性 空间 LY 中 给 出 双 线 性 反对 称 非 退 化 的 数量 积 ( ,) , 即 对 任何 一 对 
向 量 , 有 (a,b》= - 《a,5b) ,并 且 对 任意 的 a, 当 且 仅 当 b=0 时 (a,b) =0, 则 说 在 线 * 
性 空间 三 中 给 出 线性 辛 结构 . 具有 这 样 结构 的 空间 称 为 辛 空间 , 可 以 很 方便 地 在 
欧 氏 空间 R”* 上 实现 辛 空间 . 如 果 辛 空间 到 自身 的 线性 变换 保持 辛 结构 , 则 称 为 广 
变换 . 所 有 保持 坐标 原点 的 辛 变换 全 体 称 为 实 ( 非 紧 致 ) 辛 群 ,并 表示 为 Sp(n,R)， 
可 以 证 明 , 线 性 辛 变换 的 行列 式 等 于 1. F 

借助 于 四 元 数 代数 来 定义 紧 致 辛 群 . 考察 R*, 取 单位 正 交 基 ,其 向 量 表示 为 
1,ij,k; 于 是 任意 的 ge R"' 可 表示 为 

qg=a "1 +alitay+ak, 

中 ,Ql ,0 ,a ER. 定义 及 中 的 乘法 ; 先 对 基 1,i,j,k 之 间 定 义 ,然后 按照 线性 性 质 
再 延 拓 到 R* 中 的 所 有 向 量 . 乘法 表 为 


1 i j | k 

1 1 i 了 | k 
二 

j 了 —k 一 i 

k k i = -1 


这 就 产生 R 上 的 四 维 代数 , 它 满足 结合 律 但 不 满足 交换 律 . 也 称 为 四 元 数 代数 Q. 
在 Q 中 ,有 共 思 运 算 
gg=a -a ria j-a hk, 


并 有 取 ( 不 等 于 0 的 ) 元 素 之 逆 的 运算 


各 
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gq" =g/1gl’,lgl =g9.9= > (a). 
在 Q 中 有 实 值 数量 积 
(qi,92) =Re( gi * Ti), 
其 中 9 gq; 表示 8 中 的 乘积 . 元 素 ge @ 称 为 四 元 数 ;a" =0 的 四 元 数 称 为 虚数 ， 
在 分 解 式 9=a .1 +a *ita *j+a ， 上 中 a" 表示 为 a = Re(9); 于 是 g= 
Re(g) +Im(g). 
现在 考察 n 维 四 元 数 的 空间 0" ,其 基 为 e, ,…,e, ,任何 向 量 ae 0" 可 表示 为 
a= ee egQ. 
定义 6 紧 致 辛 群 Sp(n) 是 Q" 中 所 有 保持 原点 0, 以 及 保持 以 下 数量 积 不 变 
的 四 元 素 线性 变换 的 集合 : 
《a.6)》 = Re( > ab)， 
空间 Q" 可 与 C” 作 典型 的 等 同 . 设 n=1, 这 时 Q'=Q; 邻 g=a :1+a 
+@ “上 ,利用 冬 法 表 ,g 可 以 写成 形式 
gq=(a +a i) +j(a ~—a +i) = +j7, 
这 里 2 =a +q im =@+a "i 是 复数 . 沿 着 0" 中 每 一 个 四 元 数 坐标 实现 这 个 
运算 时 ,得 到 等 同 式 "号 C”. 也 像 复数 的 情形 一 样 ,在 定义 Sp(n) 的 同时 ,也 定义 
了 使 四 元 数值 形式 


tita ej 


(a,b) = Ee Batt eQ 
不 变 的 群 . 
断言 “使 (a,b) 不 变 的 群 与 群 Sp(n) 一 致 "是 正确 的 . 这 个 断言 的 证 明 留 给 
读者 . 
在 QA" 与 C” 等 同时 ,四 元 数 形式 (a,5) 将 发 生 什 么 ? 设 n=1, 这 时 
a b—(p+ja) (c+jd) 
=(pe+gd) +(~pd+ge)j; 
这 里 ,利用 了 关系 式 轨 = 区 , 广 = -1,4 "5=5 a( 验 证 !). 对 任意 的 ,形式 (a,b) 
化 为 
Ee + qd)+ 记 (ge —p'd)j, 
其 中 
a=(a ,0 ) ap +9 ep" 全 可 
B=(b' ,eb") (ec +jd' ,eee ,0 +jd"). 


显然, 形式 (qb)4 = 六 (pr + 中 部) 与 C* 中 的 Hemite 形式 一 致 而 形式 
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(a,b), = > (qie* 一人) 是 反对 称 的 , 即 

(a,b), = -(b,a),. 
如 果 算 子 4:0" 一 @" 保持 (a,5),, 那 么 在 Q" 等 同 于 C™* 以 后 , 它 保持 两 个 形式 : 
《a,6)y 和 (qa,6). 算 子 保持 (a,5b) ,就 是 说 它 是 西 算 子 . 我 们 证 明了 Sp(n) 可 以 


航 人 在 VU(2n) 中 作为 保持 C”* 中 反对 称 形式 (a,b)，= Ee -pd*) 的 子 群 . 

命题 4 群 GL(n;R),GL(n;C).SL(n;R),SL(n; C) 是 非 时 下 的 ; 群 U(n), 
SU(n) ,0(n) ,SO(n) ,Sp(n) 是 紧 致 的 . 

证 明 按照 上 面 所 指出 的 方式 进行 . 

注意 ,我 们 没有 列举 出 所 有 的 李 群 . 

考虑 低 维 数 的 某 些 李 群 . 我 们 看 到 ,SO(2) 同 胚 于 圆周 ;SO(3 ) 同 胚 于 RP'. 显 
然 ,U(1) SS .我 们 研究 Sp(1) 和 SU(2). 

命题 5 群 SU(2) 和 Sp(1) (在 代数 意义 下 ) 是 同 构 的 , 且 二 者 都 同 胚 于 球面 
人 5. 群 S0(3) 是 SU(2) 关 于 于 群 Z,=(E,-E) 的 商 群 . 

证 明 群 Sp(1) 在 Q' =@ 中 的 作用 是 乘 以 四 元 数 , 即 每 一 个 4s Sp(1) 有 形式 
49=9 a, 而 aeQ 是 固定 的 四 元 数 . 因为 (9 ,gz)r =4“ 匹 在 4 的 作用 下 保持 不 
变 ,所 以 

9 更 =9aa 罗 =lalg 9 
由 此 lal =1. 因为 lal 11 =1a， b1( 验证 !) ,所 以 5p(1) 同 构 于 所 有 四 元 数 ae 
Q,1al =1 的 群 ,这 些 四 元 数 构成 了 球面 3. 我 们 证 明 Sp(1) 同 构 于 SU(2). 考察 嵌 


入 5p(1) 一 U(2) (参看 上 面 ). 因为 n=1, 所 以 联 人 有 形式 : (5 中 ， 而 且 pp+ 


99=1. 这 由 直接 计算 即 可 验证 . 

于 是 ,Sp(1) 同 构 于 U(2) 中 么 模子 群 ,而 且 它 的 维 数 等 于 3. 因为 SU(2) 也 是 
三 维 的 ,所 以 Sp(1) 与 SU(2) 同 构 . 

现在 来 证 明 存在 满 同 态 /:SU(2) 一 50(3) ,并 且 有 同 构 于 Z, 的 核 . 我 们 把 
5U(2) 实 现 为 @ 中 单位 四 元 数 的 群 ; 设 /(a) =aga,1al =1,Re(g) =0, 即 虚 四 元 
数 ,它们 构成 与 1eQ 正 交 的 子 空间 Ri CR'. 因为 

fa a)=a09 0 =f(01) fla), 

从 而 /是 同 态 . 变换 f(a) 把 R'( 虚 四 元 数 ) 变 为 自身 ,并 且 因 为 Re( aqaa 49,3) = 
Re(aq 95) =Relg 负 ) ,从 而 f(a) 是 等 距 变换 :于 是 Aa) eS0(3) (由 于 5 的 连 
通 性 , 像 (5 ) 在 50(3) 中 ). 

我 们 来 求 /的 核 . 如 果 对 任意 的 ge R'(Re(g) =0) 有 ag=ga,ial =1, 即 a= 
+1, 因 为 上 与 所 有 的 虚 四 元 数 可 交换 ,也 就 是 a 的 虚数 部 分 等 于 0. 因为 

Ker(f) =2Z, =(E, -E), 


i 过 a | 
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那么 dim(S 7LZ:) =3, 并 且 因 为 dim S0(3) =3, 所 以 /为 满 同 态 . 命题 证 毕 . 

50(3) 避 83/Z, 的 事实 对 应 于 RP’ 表示 为 商 的 形式 5/Z,, 其 中 Z, 作用 在 时 
上 的 作用 是 向 量 乘 以 - 工 

习题 

4， 证明:0(2) 与 图 周 ( 度量 为 d? = dp? ) 的 所 有 等 距 变换 构成 的 群 相同 . 

2. 证 明 : 群 SL(2;R)/Z, 是 道路 连通 的 . 

3 证明: 群 U(n) (作为 拓扑 空间 ) 同 胚 于 SU(n) 与 加 周 的 直 积 . 

4. 设 名 是 连通 李 群 ,万 是 离散 正规 子 群 ( 如 果 , 群 @ 的 单位 元 有 开 邻 域 V, 使 得 在 U 中 内 
有 子 群 乒 的 一 个 元 素 一 一 单位 元 , 则 称 子 群 为 离散 的 . ) 证 明 ; 任 何 离散 正规 子 群 右 在 群 @ 
的 中 心 之 中 , 即 与 整个 群 作 可 交换 
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我 们 已 经 熟悉 向 量 场 s (x) = grad /(x)(f 是 R" 上 的 光滑 函数 ), 实际 上 ,在 曲 
线 坐标 中 grad 不 是 向 量 场 ,因为 这 时 有 另外 的 变换 规则 ,并 且 仅 在 具有 黎 曼 度量 
时 才能 把 grad 解释 为 场 . 

注意 ,在 网 氏 空间 有 等 式 ; 


(a,grad)), 
其 中 叉 是 方向 导数 ,《 ,》 是 欧 氏 数量 积 若 |/= | 是 光滑 流 形 , 则 水 平 超 曲面 17= | 


的 维 数 等 于 n 一 1. 

定义 1 若 grad (mo) =0, 则 称 点 各 E |7=e| 为 函数 7 的 临界 点 ;反之 , 则 称 加 
为 非 奇 ( 非 临界 或 正则 ) 点 ， 

引 理 1 设 7z) 为 R' 上 的 光滑 函数 ,ms |/=c| 是非 奇 点 . 则 向 量 grad fan) 
在 点 和 垂直 于 超 曲面 j/= cj , 即 grad xn) 垂直 于 |/=c| 在 点 和 的 任何 切 向 量 a 

证 明 可 由 关系 式 (a,grad/) = 业 得 出 

我 们 称 在 光滑 流 形 M" 上 给 出 了 光滑 向 量 场 。 (P) ,如 果 在 每 一 点 Pe Mr 给 定 
向 量 v (P) e7p( M") ,v (P) 光 滑 地 依赖 于 P. 

定义 2 向 量 场 e (P) , 若 s (P,) =0, Pu eM", 这 时 称 Ps 为 向 量 场 s (P) 的 奇 
点 . 奇 点 Pu e M" ,如果 存在 P 的 开 邻 域 ,在 U 中 , 除 点 P 外 ,无 其 他 的 奇 点 . 则 
称 户 为 孤立 奇 点 , 

但 是 ,不 连续 场 在 物理 上 起 着 很 大 的 作用 ,这 个 场 在 M" 上 除 某 些 孤 立 的 间断 
点 以 外 是 处 处 光滑 的 . 下 面 我 们 来 介绍 一 些 例子 

设 o(P) 是 M" 上 的 光 清场 注意 , 轨 线 y(:) ,如 果 
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7y(t) =v (y(t)), 

即 切 于 y(1) 的 速度 向 量 与 向 量 场 v 一致 ,那么 ,就 称 y(+) 为 场 s(P) 的 积分 曲线 . 

例 设 A(P) 是 平面 上 的 函数 , 且 v(P) =grad /(P). 

(a) KP) =x2 + 六 ,grad f= (2x,2y). 积分 轨 线 从 点 0 发 出 ,组 成 射线 束 (图 
4.36) 

(b) AP) = -x 玫 ,grad f=( -2x, -2y). 积分 轨 线 是 进入 点 0 的 射线 (图 
4.37) 

(ce) AP) = -x*+ 六 ,grad =( -2x,2y). 积分 轨 线 是 双 曲 线 (图 4.38). 

(a) ,(b) ,(e) 三 个 场 都 以 点 0 为 奇 点 . 函数 /在 情形 (a) 为 极 小 点 ;在 情形 
(4b) 为 极 大 点 ;在 情形 (6) 为 鞍点 

人 们 通常 说 的 向 量 场 就 是 沿 着 流 形 流动 的 流体 的 流 . 同时 认为 在 流体 的 每 

-个 质点 上 安 上 一 个 向 量 ,指出 该 质点 的 速度 . 例如 ,图 4. 36 中 的 奇 点 是 源 (流体 

由 点 0* 流 出 "), 而 图 4.37 中 的 奇 点 是 汇 . 场 p 的 积分 轨 线 有 时 称 为 流体 的 流 线 . 
依赖 于 时 间 的 流动 称 为 非 稳定 场 ,它们 可 以 模拟 为 光滑 地 依赖 于 时 间 1 的 向 量 场 
vy(P,t): 


图 4.36 图 4.37 
如 何 求 出 场 的 积分 轨 线 ?相应 的 工具 在 常 微分 方程 理论 中 研究 . 每 一 个 场 
0 = (WA(P) …, 让 (P)) 可 以 等 同 于 常 微分 方程 组 : 考 - = 以 (x ez) ,1 <h<n 党 


微分 方程 组 的 右边 部 分 不 显 含 参数 : 时 , 称 为 自治 方程 组 或 稳定 方程 组 
在 特殊 情况 ,积分 轨 线 的 性 态 可 用 十 分 简单 的 述 语 来 描述 . 


这 样 的 积分 轨 线 
是 的 


不 可 能 


图 4.39 
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定义 3 设 给 出 与 M* 上 的 场 (P) 相应 的 微分 方程 组 , 若 M" 上 的 光滑 函数 
J(P) , 沿 着 流 的 所 有 积分 轨 线 取 常 数值 , 则 称 /(P) 为 方程 组 的 积分 . 

设 /是 积分 . 超 曲面 1f= cl 在 e 改变 时 使 W" 分 层 . 考察 固定 的 超 曲面 AP) = 
oo. 在 grad 的 正常 点 的 邻 域 中 ,曲面 f=c| 是 n-1 维 的 光滑 子 流 形 . 从 积分 的 定 
义 知 ,如 果 积分 轨 线 与 |f=co1 有 公共 点 ,那么 整个 轨 线 都 在 |f=co1 上 . 由 此 得 到 ， 
在 每 一 点 ,曲面 |f=f(P) | 都 与 场 s(P) 相 切 (参看 图 4.39). 这 就 是 说 ,每 一 个 曲 
面 f=c| 由 流 w 的 积分 轨 线 分 层 . 把 场 p 限制 在 曲面 |f=c| 上 时 ,就 能 够 使 原来 的 
方程 组 降低 一 阶 . 

如 果 给 出 两 个 函数 独立 的 积分 和 g( 即 在 M" 的 几乎 所 有 的 点 上 ,grad f 与 
grad g 线性 无 关 ) ,那么 方程 组 的 阶 数 甚至 降低 两 阶 (参看 图 4. 40) 等 等 . 如 果 给 出 
一 组 n -1 个 函数 独立 积分 ,那么 所 有 的 积分 轨 线 可 


以 描述 为 g-a 
Y(t) =1f =a | MN: 
Nf =e,1), A 
其 中 ,y(0) =PA(P)=c,1<ksn-l. 
如 果 知道 个 积分 ,那么 最 后 的 积分 给 出 点 ,在 
积分 轨 线 上 运动 的 速度 , 即 流 完全 可 积 . 图 4.40 
定义 4 设 o14,…,94 是 M" 上 的 场 ,如 果 向 量 
vi(P),,v.(P) 
在 每 一 点 PeM" 都 是 线性 无 关 的 ,就 称 场 s ,,… ,sv ,是 线性 无 关 的 . 
命题 1 Mr" = 是 李 群 ,在 久 上 总 存在 n 个 线性 无 关 的 光滑 向 量 场 ，,… ,9 , 
证 明 考虑 @ 上 的 左 位 移 运算 L,:g-*ag. 显然 ,L 是 @ 的 微分 同 胚 . 考虑 单 
位 元 ee @; 在 7,(@) 中 给 出 n 个 线性 无 关 的 向 量 e,,…,e,, 并 考察 微分 dL,: 
T(@) 一 T,( 加 ). 设 v (a) =dL,(e,). 因为 上 是 微分 同 胚 ,所 以 红 , 是 非 退 化 的 ， 
即 向 量 v ,(a) ,1<k<n, 是 线性 无 关 的 . 命题 证 毕 . 
可 以 在 5; 上 作出 三 个 无 关 场 的 有 趣 例子 . 8 同 胚 于 SU(2). 设 5 =|geQ; 
191 =1. 命 


v1(g9) =iqg,v2(9) =j4,93(9) =kg. 
易 知 ,这 些 场 在 点 4 切 于 5 并且 是 线性 无 关 的 . 
练习 题 求 出 球面 5 上 所 说 场 的 积分 轨 线 的 显 式 . 
在 M" 上 的 光滑 场 中 分 出 一 类 所 谓 的 梯度 场 或 势 场 . 


设 2" 附 上 了 歼 昌 度量 , 并且/ 是 Mr 上 的 光滑 函数 这 时 gad /= {站 ] 是 
7,( MM" ) 的 对 偶 空 间 的 元 素 . 为 了 得 到 向 量 ,作出 场 其 分 量 为 5 (P) :只 (>) = be (>) 
引 委 ,显然 ,,… ,tr 按 向 量 的 坐标 变换 规则 变换 , 仍 用 rsd 表示 它 


i py Pr 
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定义 5 形式 为 p (P) =grad /的 场 ,其 中 /是 M" 上 的 光滑 函数 , 称 为 M" 上 的 
势 场 或 梯度 场 
引 理 2 势 场 没有 无 奇 点 的 闭 积分 轨 线 . 
证 明 设 存在 闭 积分 轨 线 . 它 称 为 系统 的 周期 解 . 这 时 (4) =e (x) ,x(1) 是 
解 若 /是 势 , 则 
C= (in (x)) =gyi (x) =gy (x) (x) 


= lgrad fl* >0. 

由 此 , /在 4 增加 的 方向 上 严格 单调 增加 . 但 由 于 轨 线 y(1) 是 闭 的 ,从 而 经 过 一 段 
时 间 后 ,点 Y(t) 返回 到 原来 的 位 置 , 这 与 /的 单 值 性 相 矛 盾 . 引 理 证 毕 . 

例如 ,图 4. 41 表示 的 场 ,不 是 势 场 (流体 绕 坐标 原点 旋转 ). 

考察 在 二 维 流 形 上 的 场 . 为 简单 起 见 ,限制 在 局 部 来 研究 ;这 时 可 以 认为 ,是 在 
欧 氏 平面 上 给 出 流 . 我 们 将 把 场 解释 为 具有 均匀 密度 的 流体 的 流 (密度 等 于 1). 由 
常 微分 方程 教程 知道 ,每 个 流 以 不 变 的 方式 联系 着 单 参 数 可 微 同 胚 群 , 即 沿 着 场 的 
积分 轨 线 的 位 移 . 设 场 的 坐标 为 (P(x,y) ,Q(x,y) ) ,考察 边 为 dr,dy 的 无 穷 小 矩 
形 中 质量 的 变化 (参看 图 4. 42 ). 如 果 dm 是 矩形 (dx,dy) 中 流体 的 质量 ,那么 dm 
=dx* dy. 


图 4.41 图 4.42 

如 果 y(1) 是 解 ,那么 + 恰好 确定 为 沿 y(t) 的 位 移 ;假设 f,(P) =y(t0),y(0) 
= 己 则 映射 太 是 微分 同 胚 . 考察 P= (x,7) 
和 矩形 (dx,dy). 经 fw 后 ,将 (dx,dy) 变 为 


无 穷 小 平行 四 边 形 厂 ( 参 看 图 4. 43). 随 着 0 
的 变化 质量 dm(t) =dx(t)* dy(1) 也 变化 . 7 
引 理 3 无 穷 小 矩形 (dx,dy) 中 质量 的 人 加 
变化 为 
d ap ,9 ss- 
(dm()) = (+o) dry 


证 明 我们 认为 js 在 (dx,dy) 中 引进 新 坐标 系 ,我 们 有 


1 


PU ES 
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dx(t+At) + dy(t+ At) 
=d(x(t) +A x’) * d(y(t) +Aty’) 


-eeo ve 人 (ev 


(4 + 人 2 + 下 
因为 在 第 一 个 因 式 中 ,dP(x,y) 仅 沿 着 轴 0: 取 改 变量 ,所 以 在 这 个 因 式 中 ,改变 量 
Ay 等 于 0. 在 第 二 个 因 式 中 , 仅 沿 着 轴 0y 取 改 变量 , 即 Ax 消失 . 于 是 
(sD +a War) (dn) +At pe 
=dx(1) + dy(1) +At: (Dyn ( 旦 + 让). 
略 去 高 阶 小 量 ,得 到 
Adm(i =Ar (E+ ) ry 

引 理 证 毕 . 

定义 6 函数 div = 2 + 2 人 2 称 为 流 9 的 散 度 (在 笛 卡 儿 坐 标 系 
中 ). 如 果 div(s ) =0, 则 该 流 称 为 是 不 可 压缩 的 ， 

由 引 理 3 得 到 , 当 且 仅 当 流 是 不 可 压缩 时 ,质量 的 变化 为 0. 设 卫 是 具有 逐 段 
光滑 边界 的 有 界 区 域 ,D(1) 是 借助 于 单 参 数 群 将 D 沿 着 的 积分 轨 线 位 移 上 后 得 
到 的 区 域 . 设 D(+) 的 面积 为 V(:) , 若 流体 的 密度 为 1, 则 Y(t) 就 是 包含 在 D(1) 中 


的 质量 . 
命题 2 对 任意 有 界 区 域 D(:) ,有 


2 = [ div( )dxdy. 


和 3 即 可 证 得 . 

定义 7 流 o = (P,Q) ,如 果 P, = 0,, 则 称 该 流 是 无 旋 的 , 

这 个 条 件 可 以 改变 形态 . 考虑 平面 上 任意 的 光滑 闭 
路 C,C=y(D); 数 |(e(y(D),7(D dt (图 4.44) 称 为 流 
v 沿 着 C 的 施 度 ,也 称 为 流 沿 着 闭路 的 环流 量 

引 理 4 流 s = (P,Q) 是 无 施 的 , 当 且 仅 当 它 沿 着 任何 
光滑 闭路 的 环流 量 等 于 0 

证 明 设 D 是 C 所 围 的 区 域 .我们 有 


[Cr Cy)) 702) ) 
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s (Pp 科 * Qa)a 
= 站 2 一 0.)drdy; 


¥(0) = y(2m) . 
这 里 应 用 了 Stokes 公式 (参看 第 6 章 ). 引 理 证 毕 . 
命题 3 设 o 是 平面 上 的 无 旋 流 . 当 s 是 势 场 时 , 即 存在 光滑 的 函数 a(x,y) ， 
使 p =grad a(x,y) , 则 形式 Pdx + Qdy 是 函数 a(x,y) 的 全 微分 ,函数 a(x,y) 除 一 
个 可 加 常数 外 是 唯一 确定 的 . 


证 阴 应 该 在 名 上 = 38 的 条 件 下 积分 微分 方程 组 


关于 x 积分 第 一 个 方程 ,得 到 
a(x,y) = [Petry) dr + g(7). 


关于 了 微分 ,得 到 
ao ， 
Qn) = | Ede + 虽 半 
i _ dg(y) 
或 600 = 


即 g(y) = 人 (0,7)ay + c ,这 里 c= 常数 .于 是 
a(x,y) = [P(x dx + [oonay +e. 
假如 从 方程 @ = 中 着 手 积分 ,那么 得 到 


axsy) = [Q(xs7)dy + [P(x,0) dr +e, 


函数 a(*,y) 就 是 流 的 势 . 我 们 从 几何 上 来 描述 a(x*,y); 
考察 两 个 分 段 光滑 道路 y=y,Uy2,y' =71U72( 图 4. 45). 显然 ,有 


a(x,y) = (Pax + Qdy); 


= 人 (Pa + Qdy), 
即 a(x,y) 可 以 沿 着 道路 y 或 y' 将 微分 形式 w= Pdx + 
Qdy 积分 而 得 到 . 
命题 4 设 流 v 是 无 旋 的 . 当 它 是 势 场 时 , 则 势 可 表 图 4.45 
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a(z.y)= [pe + 0dy = he 
这 里 y 是 任意 从 点 (0,0) 到 点 (*,y ) 的 分 段 光滑 的 道路 , 积分 | 不 依赖 于 道路 的 
选择 
证 明 Pdx + 0dy 不 依赖 于 道路 的 选择 (起 点 和 终点 是 固定 的 ) ,这 个 事实 
可 由 Stokes 公式 得 出 (参看 第 6 章 ). 道路 可 取 图 4. 45 所 表示 的 两 个 道路 之 一 . 命 
题 证 毕 . 
设 " 是 无 旋 的 和 不 可 压缩 的 , 它 的 坐标 已 和 0 满足 
aP__30 P00 p= 0O= 双 
M ay ar” ar 上 y 
由 此 ,+ =0. 二 阶 线 性 微分 算 子 A = -5 + 在 笛 卡 儿 坐 标 下 ) 称 为 La- 
place 算 子 . 满足 Af =0 的 函数 的 x,y) , 称 为 调和 函数 
我 们 已 经 证 明了 无 施 的 和 不 可 压缩 流 的 势 是 调和 函数 . 通常 把 a(*,7) 与 另外 
的 扫 b(*,y) 成 对 地 考察 ,b(*,y) 称 为 共 二 势 ,或 称 为 共 堪 流 的 势 . 它 是 方程 组 


0， 交 zp 

的 解 . 函数 5b(x,y) 是 流 y = ( -0,P) 的 势 ,v 称 为 o = (P,Q) 的 共 恩 势 . 显然 , 流 v 
和 v5 是 相互 正 交 的 . 

考察 复 变量 z=x+iy 的 平面 ,和 复 值 函 数 /(x,y) =a(x,y) +ib(x,y),a 和 和 


是 不 可 压缩 流 v = (P,0) 的 势 和 共 罗 势 把 铸 , 闯 简 记 为 ywg. 因为 a,=P,a, = 
0,6, = -0,6, =P, 所 以 a, =b,,a, = -4b.. 这 样 的 函数 /(x,y) =a+ 让 称 为 复 解析 
函数 ,而 a 和 4b 所 满足 的 方程 称 为 Cauchy-Riemann 方程 (条 件 ). 函数 a 和 5 分别 
称 为 函数 7 的 实 部 和 虚 部 :a = Re(/) ,b = Im(7). 我 们 注意 一 下 复 解析 函数 的 一 些 
性 质 . 
设 :=%+iy,z=x -这 ,可 展开 为 变量 *,y 的 收 剑 级 数 的 任何 函数 
E(x,7) =u(4,y) tiv(x,y) 
可 写 为 :g(x,y) =8(z,2). 按 复合 函数 的 微分 法 则 


HD 3 
az dzar dz0y 2\ar oy 人 
类 似 地 ,有 
半生 
pA | 


从 函数 g(z,z) 的 集合 中 分 划 出 那些 仅 依赖 于 z 的 函数 . 在 分 析 中 ,这 可 以 写 为 
Belz,z) =0. 这 样 的 函数 也 称 为 复 解析 函数 ;它们 展开 为 仅 含 变量 : 的 收敛 等 级 


四 hi 
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数 因为 吗 =0, 所 以 
本 
B: +ig, =0, 
BD, +in, ia +ip,) =0, 故 条 件 吃 =0 等 价 于 Cauchy-Riemann 方程 :us = 内 ， 


大 = = 做 。 

因此 ,证 明了 下 面 定理 : 

定理 1 平面 上 任何 无 旋 的 和 不 可 压缩 的 流 w = ( P,@) 可 表示 为 = grada(x， 
7) ,而 共 配 的 流 = (P,0) 表示 为 5 = gradb(x,y) ,其 中 函数 .FLx,y) =a(x,y) 
+ 访 (x,y) ,是 复 解析 函数 ,并 且 除 一 个 可 加 常数 外 是 唯一 确定 的 反之 也 成 立 ; 若 
f(z) 是 复 解 析 丙 数 , 则 流 v = grad Re(F(z)) 和 ?8 =grad Im(f(z) ) 是 无 旋 的 和 不 可 
压缩 的 ;此 外 它们 是 互相 共 固 的 . 

v 和 的 积分 轨 线 是 正 交 的 . 函数 =a + 这 称 为 流 的 复 势 . 现在 来 研究 平面 上 
向 量 场 的 奇 点 例子 . 

设 v 是 无 旋 的 和 不 可 压缩 的 流 . 怎样 去 找 w 和 了 的 零点 ? 从 Cauchy-Riemann 
方程 ,有 


f(a) = 二 以 二 沂 ) 二 二 运 三 记 证 记 : 


引 理 5 使 六 :(z) =0 的 点 与 流 "的 零点 相同 ( 这些 点 也 是 流 8 的 零点 )- 

由 及 (2) =a -iay =b,+ib, 立即 可 以 得 到 证 明 . 

到 现在 为 止 ,考虑 的 都 是 光滑 场 . 但 是 上 面 所 进行 的 所 有 论证 对 于 有 孤立 间断 
点 的 流 , 且 这 些 间断 点 又 不 是 方程 AP(z) =0 的 解 时 也 适用 . 

设 " 是 不 可 压缩 的 无 旋 的 流 , 即 

4 =grad Re(f(z)). 

如 何 求 出 这 个 场 的 积分 轨 线 ? 结果 是 不 需要 解 相应 的 微分 方程 组 . 

命题 5 设 /=a+ib 是 复 解 析 函 数 . 

9 =grad(a) ,v =grad(b). 

那么 ,6 是 对 场 o 的 积分 ,而 a 是 对 场 5 的 积分 , 即 o 的 积分 轨 线 是 函数 5 的 水 平 
线 ,而 5 的 积分 轨 线 是 函数 a 的 水 平 线 . 

证 明 显然 ， 


pr = (ay ,gradb) =a.b. +a,b, =0, 
da 
和 4 =0, 命题 证 毕 . 
考察 例子 . 
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1) 设 f(z) = 六 ,上 =2. 显然 ,a = reos hp;b = rsin hp. 在 图 4. 46 上 画 出 了 
grad( 4) 的 积分 轨 线 (k=4). 


图 4.46 图 4.47 


2) 设 /=z*,k>1 ,f=r“: (cos jp -isin ip)。 图 4.47 表现 了 grad(a) 的 积 
分 轨 线 (k=4)， 
3) 设 Az) =In(z). 图 4.48 表现 了 v 和 的 积分 轨 线 . 这 是 对 数 的 特性 . 


4) 考察 Kyxoscki 函数 几 z) =z+ 十 . (对 其 中 一 个 流 的 ) 积 分 雪线 表现 在 图 
4. 49 上 , 练习 :作出 它 的 共 辐 流 的 轨 线 


图 4.48 图 4.49 


5) 设 /(z) = 十 (In(z+a) -In( -a)) ,a 是 实数 一 个 流 的 图 表示 在 图 4. 50 


上 . 
练习 ”请 作出 共 办 流 的 图 . 
这 里 可 以 用 图 解说 明 奇 点 的 汇合 . 在 a0 时 , 流 的 图 (参看 图 4.50) 与 侦 极 子 


相同 ( 两 个 电荷 , 放 在 奇 点 上 ). 在 a 时 f(z) 一 f(z) = 二 ,并 且 偶 极 子 场 转化 为 
与 一 阶 极点 的 流 场 (参看 图 4.51). 
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图 4.50 图 4.51 


6) 考察 具有 简单 实 根 的 多 项 式 Pt(z) = z -Qi) . 流 示意 图 表示 在 图 4. 52 


上 . 设 所 有 的 根 w 趋向 于 0, 多 项 式 转化 为 应 (z) = 江 , 它 仅 有 一 个 k 阶 零点 . 流 的 
形变 参看 图 4. 53. 


出 北 娄 


图 4. 52 图 4.53 


7) 练习 ”利用 球 极 射 影 ,将 上 面 的 描述 的 流转 移 到 二 维 球面 上 . 

在 $ 上 作出 无 奇 点 光滑 场 的 企图 是 徒劳 的 ;这 种 情况 不 是 没有 原因 的 . 我 们 
从 直观 上 论证 ,S* 上 的 任何 光滑 场 一 定 有 奇 点 . 假定 在 S* 上 作出 了 无 奇 点 的 场 . 把 
5? 表示 为 两 个 贺 盘 的 并 :5* = D, U D,,D, 是 中 心 在 南极 N, 并 具有 小 半径 s 的 圆 
盘 , 几 是 D, 的 补 集 (参看 图 4. 54). 


8 
8 
& C 
4 
(un) 
wi Db (3.7) 
» 


图 4.54 图 4.55 


在 D, 和 D, 上 引进 笛 卡 儿 坐标 :(x ,7 ) 和 (x,,y,). 这 时 ,在 Ds; 上场 5s( 在 这 
些 坐 标 系 中 ) 有 图 4. 55 中 指出 的 样子 . 该 向 量 场 的 样子 可 以 从 如 下 看 出 . 沿 着 经 线 


EE 
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拉 长 Di ,使 它 覆盖 除 小 半径 的 D, 外 的 几乎 整个 球面 . 这 时 我 们 便 得 到 图 4. 55 中 
所 指出 的 情况 . 因为 D; 的 半径 可 认为 是 很 小 的 ,所 以 直观 地 看 ,很 明显 , 它 的 内 部 
应 该 有 奇 点 ;否则 轨 线 的 情况 就 和 DD, 的 情况 一 致 了 . 


4.5 二 维 曲 面 的 分 类 


我 们 从 一 般 的 定义 开始 ,然后 给 出 例子 ,最 后 证 明 曲 面 分 类 定理 . 
4.5.1 带 边 流 形 

现在 扩大 光滑 流 形 的 概念 ,使 它 包含 R" 中 由 方程 组 和 不 等 式 给 出 的 子 集合 . 
用 R" CR" 表示 由 x">0, 给 出 的 半空 间 . 用 Ra 表示 RR' 的 边界 x" =0. 如 果 /;R" 
一 R' 在 所 有 的 点 ,也 包括 在 边界 点 是 连续 函数 . 我 们 定义 函数 /的 微分 . 如 果 点 
x0 eR" 是 内 点 , 即 x >0, 那 么 微分 的 定义 即 通 常 的 定义 , 如 果 ro eRe"', 即 x =0， 
那么 就 采取 如 下 的 定义 :车 展开 式 

f(x) = f(x0) + Bal —x0) +o(x ~ xo) 


= -2 


成 立 , 其 中 lim 一 一 一 ~ 
Re 
Ox 


=0( 当 * 一 ro,xz">=0 时 ), 则 7 在 点 z 是 可 微 的 . 这 时 a = 


i 
最 后 一 式 的 极限 称 为 本 数 /在 点 < 的 偏 导数 闷 是 恰当 的 . 对 函数 光 清 性 的 类 C 


r=1,2,…,% ,可 类 似 地 定义 . 

定义 1 度量 空间 1 称 为 带 边 光滑 流 形 ,如果 存在 图 册 { 0。| ,和 坐标 同 胚 p。 
UV,CR" ,WV 是 R'" 中 的 开 集 ;使 从 标 变换 夯 数 

Pape :We =pal UsN Us) Ve = pa( Us N Ue) 

是 光滑 函数 . R' 中 的 线性 坐标 (x',…,x") 诱 导出 图 凡 中 的 局 部 坐标 :x:(P) = 
(ga(P) ). 这 时 ,在 任何 局 部 坐标 系 中 有 x%(P) 宇 0. 如 果 友 (P) >0, 则 称 PEM 
为 内 点 ;如 果 x%《P) =0, 则 称 已 为 边界 点 . 

于 是 带 边 流 形 的 特征 是 存在 局 部 坐标 为 (zx,… ,x ) 的 图 册 |U,| ,对 任何 图 ， 
在 内 点 满足 严格 的 不 等 式 x >0; 在 边界 点 ,等 式 x? =0 成 立 . 如 果 图 以 不 包含 边 
界 点 ,那么 可 以 去 掉 条 件 ;>0 而 不 失 其 一 般 性 . 边界 点 的 集合 3M 是 低 一 维 的 光 
滑 流 形 , 事实 上 ,应 取 交 由 = 39M U, 作为 图 册 , 取 图 U, 的 前 (nn 一 1 了) 个 坐标 %， 

-, 仅 ” 作为 它 的 坐标 . 坐标 同 胚 p, (参看 上 面 ) 使 W. 同 胚 于 大 站 Ri ,而 变换 函 


1 让 
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数 作为 流 形 村 的 坐标 变换 函数 的 限制 仍 是 光滑 的 . 
如 果 3M = 名 , 则 得 到 前 面 所 讲 的 流 形 的 概念 ,今后 我 们 将 称 之 为 闭 流 形 . 


例 1 考虑 R' 中 由 不 等 式 3 (x)* < 给 出 球 太 ,空间 及 是 以 5 为 边界 
的 流 形 

例 2 一 般 地 , 设 f:R"*R' 是 满足 隐 函 数 定理 的 条 件 的 向 量 函 数 , 即 存 所 有 
的 点 PeM= 1/(P) =0| ,微分 性 有 最 大 可 能 的 秩 . 考察 等 式 和 不 等 式 组 :f(x'，…， 
9) =0, (2 ) =0V4(z sz) 0, 并 设 MM' 是 这 个 组 的 解 集合 . 如 
果 在 每 一 点 Pem rank( OE) = 上 -1,1<i<h -1,1<s<n, 那 么 ,人 是 以 3M/ = 术 


为 边界 的 流 形 . 事实 上 ,根据 对 方程 组 /' =0,…,/*“' =0 隐 函 数 定理 在 点 
PeM'\M 的 图 册 是 存在 的 . 考虑 Pe MM. 设 入 ' 是 方程 组 /" =0,…,f“! =0 在 点 P 的 
某 个 邻 域 中 解 的 集合 . 这 时 /可 以 看 作 N' 上 的 函数 . 显然 /* 的 微分 在 N' 上 不 等 于 
0. 于 是 ,根据 第 三 章 $ 5 的 定理 ,N' 微 分 同 胚 于 区 间 ( - eve) 与 流 形 N 的 直 积 :N' 
=Nx( -e,e), 其 中 NN 是 他 与 点 P 的 邻 域 的 交 . 所 以 不 等 式 产 >=0 分 解 出 图 Nx 
[0,e) ,其 坐标 取 为 流 形 N 上 的 (x',…,x"“*) 和 函数 /*>0. 

例 3 从 上 面 的 例子 中 看 到 ,有 边界 3M 的 流 形 M 与 闭 流 形 N 的 笛 卡 儿 直 积 
是 有 边界 3M x N 的 流 形 M x N. 


4.5.2 可 定向 流 形 


定义 2 流 形 (或 带 边 流 形 )W 称 为 可 定向 的 ,如 果 存在 图 册 }U。| ,使 得 从 一 
个 局 部 坐标 系 到 另 一 个 的 转换 函数 的 Jacobi 是 正 的 . 我 们 也 称 使 所 有 的 坐标 转换 
函数 的 Jacobi 为 正 的 图 册 | U.| ,在 流 形 W 上 给 出 一 个 定向 ,而 图 册 本 身 称 为 定向 
的 图 册 . 如 果 两 个 定向 的 图 册 # Us| 和 1 U1 的 并 1U。1 U | Us| 仍 为 定向 的 图 册 , 则 
说 这 两 个 图 册 给 出 相同 的 定向 . 

用 改变 每 一 个 图 中 局 部 坐标 的 方法 能 把 可 定向 流 形 的 所 有 图 册 变 为 定向 的 图 
册 ( 证 明 !). 

命题 1 在 连通 的 定向 流 形 上 存在 两 个 不 同 的 定向 ,并 且 任 何 图 给 出 与 可 的 
定向 中 的 一 个 相同 的 局 部 定向 . 

证 明 留 给 读者 . 

关于 M 的 定向 还 有 另外 的 表示 法 . 我 们 说 , 基 (el,…,e,) eR" 给 出 了 欧 氏 空 
间 的 定向 . 如 果 两 个 基 变换 的 行列 式 是 正 的 ,就 认为 有 相同 的 定向 . 这 时 ,R" 同样 
具有 两 个 不 同 的 定向 , 给 出 MM 的 定向 ,这 就 意味 着 给 出 了 在 每 一 点 PeMM 的 切 空 
间 7r(W) 的 定向 . 设 pg; [0,1] 一 M 是 连续 道路 . 对 始点 的 任何 基 (e,,…,e,) e 
Toto) (村 ) ,可 作出 连续 的 始 于 (e,,…,e,) 的 基 簇 (e;(1),…,e,(1)) eT (MM) ,此 
外 ,在 Tw (MM) 中 给 出 的 任何 两 个 这 样 的 秘 都 有 相同 的 定向 . 如 果 找 是 可 定向 的 ， 
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那么 在 道路 终点 p(1) 的 定向 不 依赖 于 道路 的 选择 . 这 样 ,在 M 上 给 出 了 定向 ， 
也 就 给 出 了 切 室 间 7r(W) 的 定向 ,使 得 它们 沿 着 连接 一 对 点 的 任何 连续 道路 都 是 
一 致 的 . (证 明 两 个 可 定向 性 的 定义 是 等 价 的 . ) 

定理 1 如 果 带 边 流 形 村 是 可 定向 的 ,那么 边界 3M 也 是 可 定向 的 流 形 . 

证 明 设 1U。,(xs。,…,x;)| 是 村 上 的 图 其. 在 任何 图 U。 中 ,最 后 的 坐标 x 是 非 
负 的 函数 因为 M 是 可 定向 的 ,如 果 必 要 的 话 在 每 一 个 图 U, 中 变 坐标 局 为 -x ,可 
以 认为 在 每 一 个 相交 的 图 Use = U.N Us 中 ,变量 变换 的 Jacobi 是 正 的 . 作为 9?M 上 的 
图 ,也 像 以 前 一 样 , 取 交 W。= U。 aM, 而 取 前 面 n -1 个 坐标 作为 它 的 局 部 坐标 , 即 


(2) = (起 ,zs-1). 我 们 证 明 ,在 任何 点 Pet 站 号 ,有 se 人 (2 >0. 
ply=! 


我 们 考察, 在 包围 的 流 形 W 上 ,坐标 变换 在 点 P 的 Jaoobi 矩阵 { 2 
有 
因为 在 交 所 .WW 上 , 世 = 队 =0, 所 以 


ax 
—=0,l<isn-l. 
Oxp 


1 (x)  ， (ya) 、gxs Bx , 
及 以 ,det BC = 下 >0. 于 是 5 地 0 因为 在 交 U,n Us 中 ,x 二 0, 所 


以 (Pp) >0. 于 是 
i 
det BP) >0. 
定理 证 毕 . 

定义 3 设 必 是 带 边 的 定向 流 形 ,| 已, (区 ，, 妇 ) | ,过 0 是 给 出 必定 向 的 
图 册 . 9M 的 定向 由 图 册 酚 ,= Vn 3 六，…, 训 下 ) = ( 妈 ，sa-0 给 出 的 aMf 的 
定向 称 为 与 W 的 定向 是 一 致 的 定向 , 

例 4 考察 圆 盘 ?CR* 为 了 给 出 太 的 定向 ,在 一 点 确定 一 个 基 即 可 . 如 果 
点 在 边界 上 ,那么 基 可 以 这 样 选取 ,第 一 个 向 量 ei 切 于 边界 ,而 第 二 个 向 量 指向 
圆 盘 的 内 部 . 这 时 边界 上 由 e 确定 的 定向 与 大 的 定向 是 一 至 的. 

例 5 考察 Mtbius 带 , 它 表 示 为 将 两 条 不 同方 向 的 对 边 等 同 的 正方 形 (图 
4.56). 在 4 点 取 基 (ei ,ez) , 沿 曲线 4B4 作出 连续 的 基 秘 ,在 道路 的 终点 基 改 变 了 
定向 , 即 Mabius 带 是 不 可 定向 的 . 但 是 , 它 的 边界 是 可 定向 圆周 . 


4.5.3 二 维 流 形 的 分 类 


现在 来 描述 二 维 流 形 . 它们 当中 最 简单 的 是 球面 5 ,S 与 CP' 是 同 胚 的 . 已 知 
环 面 做 =5' x5' ,也 允许 它 有 下 面 的 表示 法 . 设 台 =Z(a)@Z(5) 是 Abell 群 , 它 的 
生成 元 案 a 和 表示 R* 中 的 位 移 :a(x,y) = (x+1,7),b(x,y) = (x,y+1). 考察 


i p b 
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图 4. 56 


商 群 R*/Z@Z 就 得 到 中 正方 形 0<x<1,0<y<1 称 为 基本 区 域 ; 它 的 功用 是 它 
在 @ 的 元 素 的 作用 下 ,能 “铺设 "整个 平面 (参看 图 4.57). 


图 4.57 


考察 R(x,y) 上 在 另 一 个 群 名 (a,b) , 它 的 生成 元 是 由 R 上 的 变换 b(x,y) = 
(x,y+1) ,a(x,y) =(1-x,y+1) 给 出 的 ( 求 出 a 和 4 之 间 的 关系 式 ). 基本 区 域 表 
示 在 图 4. 58 中 . 按 群 的 作用 把 箭头 指出 的 边 恒 同 . 求 商 以 后 产生 的 曲面 表示 在 图 
4. 58 中 , 称 为 ”Klein 瓶 ”. 环 面 和 “Klein 瓶 "都 是 光滑 流 形 ; 环 面 是 可 定向 的 ,而 
“Klein 瓶 " 是 不 可 定向 的 (验证 它 !) 


》 
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把 正方 形 的 边 按 图 4:59 所 指出 的 方向 粘 合 . 因为 正方 形 同 胚 于 圆 盘 ,所 以 得 
到 射影 平面. 我 们 试图 在 R: 中 来 实现 所 要 求 的 粘 合 . 图 4. 60 中 指出 了 粘 合 的 过 
程 ,导出 了 R 中 的 RP* 模型 . 所 得 到 的 不 是 浸 人 的 子 流 形 ,因为 有 两 个 奇 点 4 和 
及. 然而 RP 在 R' 中 的 浸入 还 是 存在 的 . 关于 这 一 点 在 下 面 讲述 . 


尼 
A 
全) 全 
ig 
= 
图 4.59 图 4.60 


引 理 1 RP 同 胚 于 圆 稚 与 Mibius 带 沿 公共 边界 的 粘 合 . 


证 明 参看 图 4. 61. 
rb pp 3 
a a a 
a la P Pp @. 
a D: a 
加 b 
4 eee 5 
@| ] @| | 
Dp Dp 


图 4.61 


等 价 的 说 法 是 :如 果 从 RP* 上 去 掉 圆 盘 ,那么 就 留 下 Mebihs 带 了 . 

从 另外 的 观点 来 考察 六 和 RP”. 应 用 图 4. 62 所 表示 的 同 幅 ,可 以 认为 由 5? 删 
去 两 个 圆 盘 并 粘 上 代替 它们 的 “ 柄 ”( 参 看 图 4. 62) ,此 “ 柄 " 同 胚 于 5' x DD. 为 了 得 
到 RP ,应 该 从 S 上 删 去 一 个 圆 盘 并 粘 上 代替 它 的 Mibius 带 (参看 图 4. 62). 称 这 
个 程序 为 “ 粘 合 Mabius 膜 ". 考虑 球面 粘 合 两 个 柄 和 球面 烙 合 两 个 Mabius 膜 ,会 得 
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到 怎样 的 曲面 ? 考察 八 边 形 (图 4. 63 ) ,在 它 的 边界 上 配置 了 字母 a,b,c,d, 依 次 
( 按 顺 时 针 方 向 ) 组 成 的 字 是 处 =aba 0 ede d 实现 粘 合 (参看 图 4: 63). 所 
得 到 的 二 维 流 形 称 为 “8 字形 圈 ” , 它 同 胚 于 带 两 个 柄 的 球面 8 +2r( 用 表示 柄 ). 


柱 面 5'xD? 
(D 是 线段 ) 


图 4.63 


引 理 2 Klein 瓶 同 胚 于 粘 合 了 两 个 Mabius 带 的 球面 . 
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证 明 参看 图 4. 64 ,两 个 Mibius 带 沿 其 共同 边界 的 粘 合 等 价 于 在 带 有 两 个 孔 
的 球面 贴 上 这 些 带子 (把 两 个 Mibius 膜 贴 在 柱 面 上 ). 引 理 证 毕 . 


同 全 重 
2 


现在 来 作出 RP* 在 R* 中 的 浸 人 . 考察 作为 Klein 瓶 一 半 的 Mabius 带 在 R 中 
的 漫 入 (参看 图 4.65). 这 是 因为 像 图 4. 65 表示 的 那样 把 瓶 割 开 ;得 到 两 个 Mibius 
带 (参看 引 理 2). 根据 引 理 1 ,为 了 得 到 RP ,只 要 把 Mubius 带 与 圆 盘 粘 合 即 可 . 我 
们 力求 在 R 中 实现 这 个 粘 合 ,以 便 得 到 浸入 RP 一 R'. 将 Mubius 带 的 边界 安置 于 
平面 上 (参看 图 4. 66) ,并 着 手 将 这 个 平面 朝 读者 的 方向 平行 于 自身 地 移动 . 这 时 
便 实 现 了 Mubius 带 的 边界 曲线 的 光滑 变形 (参看 图 4. 66). 于 是 我 们 借助 于 带 有 
变形 圆周 的 曲面 自动 地 建立 了 Mabius 带 的 原来 的 浸 和 人 . 最 后 ,圆周 成 为 自 不 相交 ， 
并 把 它 与 圆 盘 粘 合 ,这 就 给 出 所 求 的 RP 到 R’ 中 的 浸入 . 


图 4.65 


我 们 得 到 构造 二 维 流 形 的 两 种 方法 (图 4. 67) : 
) 把 上 个 柄 粘 在 S 上 
2) 把 * 个 Mibius 膜 粘 在 $ 上 
从 而 得 到 两 个 系列 的 流 形 : 
Mi =5° +hr,M?., =5? + 2. 
Ms 是 可 定向 的 ,而 Ms 是 不 可 定向 的 , 可 以 在 叶 上 同时 粘 合 柄 或 Mabius 膜 ,但 是 得 


“入 | a 


人 A0000 
OIUIRNNes 


图 4.66 


图 4.67 


不 到 新 的 流 形 . 考察 3 +r+ 固定 柄 7 的 一 个 “脚掌 "并 开始 沿 着 朝 Mibius 膜 的 方 
向 移动 另 一 个 脚掌, 然而 ,有 Mabius 膜 的 柄 转化 为 两 个 Mibius 膜 ( 以 后 证 明 ). 于 是 ， 
+ 打 + 冯 兰 呈 + (2k+s)p, 即 "混合 型 " 流 形 同 胚 于 "不 可 定向 "的 流 形 . 

前 面 已 经 指出 ,所 有 11s 可 以 光滑 地 嵌入 R? 中 . 我 们 证 明 不 可 定向 的 流 形 可 
以 光滑 地 温和 人 R' 中 . 对 RP2 = S: +p 前 面 已 经 证 明 . 从 图 4468 得 到 ,M2 是 几 个 相 
同 的 RP? 的 粘 合 (名 为 连通 和 ). 把 它们 中 的 每 一 个 ,各 自 地 浸入 R" 时 ,就 得 到 Mp 


在 R 中 的 浸入 . 


定理 2( 分 类 定理 ) 任何 光滑 、 紧 致 .连通 、 闭 .二 维 流 形 或 同 胚 于 有 大 个 柄 的 
球面 5, 或 同 胚 于 有 ss 个 Mabius 膜 的 球面 $ 


图 4.68 


138 第 四 章 ”光滑 流 形 ( 例 ) 


证 明 分 几 段 来 证 明 . 如 果 在 指定 类 型 的 W2 上 标 出 有 限 多 个 点 已 ,…,Pw, 用 
有 限 多 条 光滑 曲线 段 y。 连接 它们 ,使 得 : 

(1) 每 一 曲线 段 y 始 于 某 个 顶点 已 ,终于 某 点 P,P。 关 Ps; 而 且 在 y; 上 除 P。 
和 Ps 外 没有 另外 的 点 忆 ; 

(2) 所 有 这 些 线段 的 总 体 把 M* 分 为 有 限 多 个 闭 三 角形 ,它们 的 顶点 在 集合 
PP 中 ; 

(3) 分 解 后 ,任何 两 个 三 角形 A,， 和 A:, 或 是 不 相交 ,或 相交 于 一 个 公共 的 顶 
点 ,或 相交 于 一 条 公共 边 ( 即 线段 y 中 某 一 条 ) , 则 我 们 说 M? 被 三 角 剖 分 

练习 ”作出 环 面 .射影 平面 和 Klein 瓶 的 三 角 剖 分 . 

同一 个 流 形 允许 有 无 限 多 种 三 角 剖 分 . 

引 理 3 任何 二 维 ` 光 滑 、 紧 致 .连通 、 闭 的 2 允许 有 限 的 三 角 剖 分 . 

证 明 将 在 第 五 章 中 提供 : 

考察 M? 的 三 角 前 分 . 每 个 三 角形 的 每 一 边 都 用 一 个 字母 标 出 . 并 且 ,不 同 的 
线段 标 以 不 同 的 字母 . 在 每 一 边 上 都 画 上 箭头 指出 线段 的 定向 . 箭头 的 方向 的 配置 
可 以 是 任意 的 . 沿 着 所 有 的 线段 分 割 M. 当 ME 分 散 为 三 角形 的 有 限 集合 时 ,在 三 
角形 的 每 一 边 上 已 都 有 某 个 字母 和 箭头 . 我 们 约定 ,在 沿 某 一 线段 分 割 M 时 ,在 
制 线 两 侧 都 写 上 的 是 原 标 在 该 线段 上 的 那个 字母 和 箭头 (参看 图 4. 69). 


BD 


我 们 的 目标 : 往 回 粘 合 所 有 的 三 角形 ,然而 这 样 所 得 到 的 是 平面 多 边 形 . 选择 
任意 一 个 三 角形 ( 记 为 入 , ) ;考察 它 的 任何 一 边 ; 它 配 有 学 属 和 定向 ;因为 加 入 到 
= 角形 公共 边 的 每 一 个 字母 正好 两 次 (注意 ,hz 是 闭 的 ; 即 是 无 边界 的 ) , 找 出 一 
个 三 角形 ( 记 为 A,) ,在 它 的 边 上 有 同样 的 字母 . 这 个 字母 在 不 同 于 Ai 的 三 角形 
上 找到 ,因为 否则 的 话 原来 的 划分 就 不 是 三 角 剖 分 了 . 可 以 按 其 公共 边 对 准 箭头 的 
方向 粘 合 A, 和 A:. 于 是 得 到 一 个 平面 图 , 它 的 边界 配置 了 字母 和 箭头 . 再 取 某 一 
个 字母 ,并 找 出 A , 它 有 一 条 边 有 同一 字母 . 粘 合 A; 等 等 . 在 所 有 的 三 角形 取 完 时 

结束 这 个 过 程 
我 们 粘 合 所 有 的 三 角形 成 平面 图 形 . 因为 如 果 在 某 个 时 刻 ,所 得 到 区 域 的 任何 
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边界 的 字母 不 出 现在 尚未 粘 合 的 三 角形 的 边 的 字母 之 中 时 ,那么 粘 合 所 有 成 对 的 
字母 ,就 回 到 原来 的 Mi( 粘 合 后 消灭 了 割 口 ) ,根据 假设 这 个 M 就 会 是 不 连通 的 ， 
这 与 命题 的 条 件 相 矛盾 . 于 是 得 到 平面 多 边 形 由 

(1) 平面 多 边 形 色 不 是 唯一 确定 的 ,甚至 在 确立 了 三 角 剖 分 时 也 不 是 唯一 确 
定 的 . (2) 边界 9W 由 偶数 条 边 组 成 . (3) 每 一 条 边 都 有 一 个 字母 和 箭头 ;每 一 个 字 
母 进入 边界 两 次 . 


本 的 {P} 


图 4.70 图 4.71 


在 W 上 确立 定向 ,从 边界 的 任 一 个 顶点 P 开始 围 绕 边界 一 周 ,依次 地 写 出 所 
有 字母 . 如 果 环绕 的 方向 与 相应 字母 的 箭头 一 致 , 则 字母 以 +1 次 敌 进 入 W; 否 则 ， 
字母 为 - 工 次 智 . 返回 到 P 后 ,得 到 词 = afa2…at ,eu = 士 1; 这 个 词 唯一 地 给 出 
多 边 形 W( 参 看 图 4. 70). 

使 每 一 个 在 某 个 三 角 剖 分 下 的 ME 与 词 WW 相对 应 (不 是 唯一 的 ). 词 WW 可 看 作 
M? 的 “密码 ”. 

引 理 4 词 W 可 以 (借助 于 M? 的 同 胚 和 新 的 分 割 组 ) 改 造成 多 边 形 四 的 所 有 
顶点 粘 合 到 一 个 点 . 

证 明 把 W 的 顶点 划分 为 等 价 的 顶点 类 . 两 个 顶点 如 果 在 9W 上 实现 边 的 等 
同时 ,它们 粘 合 为 一 点 , 则 认为 此 两 个 顶点 是 等 价 的 . 若 W 仅 有 一 个 等 价 顶点 类 ， 
则 引 理 证 毕 . 设 WW 至 少 包含 两 个 等 价 的 顶点 类 : | P| 和 | 81). 可 以 认为 存在 边 a, 其 
始点 属于 |P| ,而 终点 属于 | 01. 如 图 4. 71 所 表明 ,实现 WW 的 改造 . 得 到 多 边 形 
W', 其 中 ,P| 顶点 减少 一 个 ; | 01 顶点 增加 一 个 . 用 这 样 的 方法 减少 | P 顶点 数 ， 
直到 | 忆 } 顶点 无 一 个 留 下 . 最 后 的 一 步 :因为 在 |1P| 中 只 有 一 个 顶点 ,所 以 邻接 的 
边 有 形式 ;a,a-'( 参 看 图 4. 72). 引 理 证 毕 . 

引 理 5 设 W=Abaa'cB, 则 存在 M? 的 同 胚 和 新 的 分 割 组 ,把 WW 变换 为 词 
W’ = AbcB. 

证 明 参看 图 4. 72. 这 里 用 4 和 8B 表示 WW 的 部 分 ,在 改造 WW 时 是 不 变 的 . 

引 理 6 如果 WW=BahaC, 则 存在 M 的 同 胚 和 新 的 分 割 组 ,使 WW 转变 为 WW = 
BA aaC， 

证 明 参看 图 4.73. 


= ee = 
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2 d+acsb 
重新 未 出 重新 标 出 


图 4.73 图 4.74 


引 理 7 ”如果 到 =4aRbPa 00 8, 则 存在 新 的 分 割 组 把 WW 变换 为 W' = 
AQPaba -5 RB. 

证 明 参看 图 4. 74; 

引 理 8 如 果 了 (在 玉 上 完成 了 上 述 的 操作 ) 含有 一 对 字母 5 和 a- 的 边 :多 = 
AaBa“'C, 而 且 B @, 则 存在 一 对 边 6,67', 使 WW=AaDbQa-'Rb-'7, 其 中 B= 
DbQ;C = Rb“'T, 即 对 任何 一 对 边 a,a“'( 这 里 Bz 儿 ) ,存在 与 它 相 “衔接 "的 一 对 
边 8,671 

证 明 用 反 证 法 . 设 对 于 任何 be 8, 有 相应 
的 字母 所 (8 = +1) 落 入 同一 的 词 B8 中 . 按 a 对 WW {tp} 
实现 粘 合 . 结果 参看 图 4. 75. 于 是 ,W 的 所 有 顶点 eS 
至 少 分 为 两 类 等 价 的 顶点 . 因为 可 将 引 理 4 的 操 图 4.75 
作用 于 WW, 所 以 得 到 矛盾 . 剩 下 的 是 要 证 明 e = 
-1. 假如 es = +1, 则 得 到 与 引 理 6 所 建立 的 到 的 矛盾 . 引 理 证 毕 . 

于 是 WW 化 为 表示 式 alae "4 ( 换 位 ) 与 ee (平方 ) 的 乘积 . 其 余 的 就 是 


{0} 
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aba "0 或 cc 在 词 中 相遇 的 情况 . 

引 理 9 如 果 丈 = 4alia 0- BccQ, 则 存在 新 的 分 割 组 ,把 WW 变 为 W = 
Mp’q*d*N=Aabd™'B "bad™'Q. 

证 明 参看 图 4. 76. 这 个 操作 化 WW 为 词 


图 4.76 


y=Aabd™'B-'bad 0. 

剩 下 的 是 把 三 个 平方 “收集 在 一 起 ” , 引 理 6 可 以 完成 它 . 引 理 证 毕 . 

因此 ,“ 混 合 型 " 流 形 同 胚 于 不 可 定向 流 形 . 综合 所 证 明了 的 引 理 ,得 到 : 

引 理 10 设 允 是 只 的 一 个 密码 . 那么 存在 新 的 分 割 组 ,把 外 化 为 下 面 的 形 
式 之 一 : 

(1) 外 =aa 

(2) W=abiar br asbeac bes 

(3) W=ccrcca*:cuch. 

什么 样 的 流 形 符合 这 三 种 类 型 ? 情形 (1) :显然 4 同 胚 于 球面 (图 4.77). 情 
形 (2) :M? 表示 带 g 个 柄 的 5*. 数 g 称 为 曲面 的 类 型 . 情形 (3):M? 同 胚 于 带 上 个 
Mbius 膜 的 球面 . 


a 


图 4.77 


还 存在 ME 的 另 一 个 方便 的 表示 法 . 

定理 3 ”任何 光滑 、 紧 致 ,连通 、 闭 ,二 维 曲面 MP 可 以 表示 为 形式 : W = 
qawawar la '…aniia%, 这 里 , 当 且 仅 当 太 = 鹏 (可 定向 的 ) 时 ,as = -1, 此 时 六 
为 偶数 ; 当 且 仅 当 ME = ME (不 可 定向 的 ) 时 ,e = +1, 此 时 入 为 任何 正 整 数 : 

证 明 不 复杂 , 留 给 读者 . 
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对 流 形 Mi , 当 g =g; 时 ,相互 是 不 同 胚 的 ,对 /有 2 , 当 几 关 ps 时 ,是 不 同 胚 的 ， 
j 与 只 是 不 同 胚 的 ,这 里 只 是 给 出 这 个 事实 ,由 于 工具 不 具备 ,不 给 出 证 明 . 
4.6 作为 二 维 流 形 的 代数 函数 的 黎 曼 曲面 
设 C"* 的 坐标 为 十 ，…,z*, 其 中 , 帮 " =dx* +idy*. 对 n=1, 有 
9 
rr pr i ) 
B__ 
下 -az 
把 C"|z*| 等 同 于 R”™|x*,y| ;这 时 ,已 知 可 把 任何 有 理 整 函 数 /(z ,…,z") 表 示 为 : 
g(x ,y ，…,x",y"), 反之 ,可 把 任何 有 理 整 丁 数 g(x',y'，…,x",y") 表示 为 
fz Bs 2). 


引 理 1 当 且 仅 当 间 =0 时 ,有 理 整 画 数 克 z, 引 ,zz) 不 依赖 于 下 


证 明 一 方面 结论 是 显然 的 , 现在 验证 ,车间 =0, 则 f(s ,zi) 不 包含 
变量 . 如若 不 然 ,把 /表示 为 ”的 各 次 短 的 多 项 式 :f=w ，( 玉 )? + …, 其 中 系数 
… 不 依赖 于 玉 设 是 到 的 最 大 次 吞 的 次 数 ;这 时 六 =p w(z)7 +…, 这 与 
定理 的 条 件 矛 盾 . 引 理 证 毕 . 

对 本 数 内 2 ,六 ) ,车 站 =0,1<a<n, 则 称 汪 数 /为 解析 的 . 在 n=1 


时 ,有 
fx,y) =u(x,7) +iv(x,y). 


条 件 六 =0 等 价 于 关系 式 


需要 证 明 的 是 复 函 数 的 隐 函 数 定理 . 在 复 变 函数 论 中 有 此 证 明 . 
命题 1 设 1z,w) 是 C*(z,w) 上 的 复 解析 函数 ; 若 关于 变量 志 的 方程 f(z,w) 


=0 在 某 点 Po e |f=01| 满足 关系 式 羡 #0. 则 在 C? 中 存在 点 P 的 开 邻 域 U(P。)， 
在 此 邻 域 中 存在 函数 w =&(z) ,满足 :(1) g(z) 是 复 解析 函数 ;(2) 函数 w =g(z) 
在 邻 域 U(P,) 中 是 方程 fz,w) =0 的 解 , 即 /(z,g(z)) =0 在 U( Pu) 中 成 立 ,并 且 


这 个 解 在 U(P,) 中 是 了 唯一 的 : 
以 “图 "的 形式 来 考察 解 w =g(z) ,在 几何 上 是 方便 的 (参看 图 4.78). 
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图 4.78 


定义 1 设 /(z,w) 是 C* 上 变量 z,w 的 多 项 式 ,并 设 方程 1(z,w) =0 在 某 个 开 
分 城 VCP,) 中 关于 w 是 可 解 的 ( 例如 , 设 六 x0). 则 这 个 方程 的 解 西数 w=g(:) 称 


为 代数 函数 ,而 满足 败 z,w) =0 的 点 (z,w) 的 总 体 ( 即 函数 /(z,w) 的 零 水 平 曲 面 ) 
称 为 对 于 代数 函数 w=g(z) 的 黎 曼 曲 面 ,在 这 些 点 上 定义 了 w=g(z). 


车 在 点 P= ( 思 ,wo) 有 六 x0, 则 局 部 地 存在 解 z=p(w) , 即 从 方程 /=0 可 以 
解 出 z 同时 p(w) 满足 命题 1 的 条 件 (1) ,(2). 于 是 方程 /(z,w) =0 的 局 部 可 解 性 


条 件 为 grad f= 中 ,路 ] <0, 这 里 grad /为 函数 /的 " 复 梯度 ”。 
把 多 项 式 /(:,w) 写 为 一 般 形 式 ,例如 把 它 按 = 的 等 展开 := ao (zw)z + 
a (Ww) 1 +… 其 中 的 系数 ai(w) ,0<h<n, 是 的 多 项 式 立即 看 出 代数 函数 的 
黎明 曲面 的 性 质 :曲面 是 非 紧 至 的 ,并 且 在 C? 中 * 向 无 穷 远 延 伸 ” 事实 上 ,对 任何 
点 wi， 就 有 关于 :的 方 和 
ao(too)z +ar(wo)z" ! + =0; 


根据 已 知 的 代数 定理 ,此 方程 总 有 复数 根 , 即 存 在 点 却 , 因 为 /是 多 项 式 ,所 以 能 够 
把 CP 中 的 非 齐 次 坐标 转 为 齐 次 坐标 :xz ,em , 设 z= 生 ,= 邱 : 这 时 ,f(z,w) = 


amw'z" 化 为 齐 次 多 项 式 Zam (x)"(x)*(x*) ,这 里 * 是 单项 式 内 ze 的 
最 大 次 数 ;那么 ,由 C? 转 到 CP" 时 ,可 以 使 黎 受 曲面 “ 紧 臻 化" 因为 方程 
g(x ,x ,x ) =0 在 CP 上 是 多 项 式 ,所 以 这 个 曲面 在 CP 中 的 水 平面 是 紧 致 的 , 
在 这 里 不 准备 涉及 这 个 紧 致 化 的 详细 情节 ,因为 对 我 们 不 是 必需 的 : 

现在 来 研究 黎 曼 曲面 的 拓扑 . 从 实 的 观点 看 ,方程 拟 z,w) =0 在 R* 中 分 解 为 : 
Re(/) =0 和 lm(P) =0, 即 在 “一 般 位 置 " 的 点 ,集合 f=0 是 二 维 的 ( 实 ) 曲面 - 

定理 1 设 多 项 式 f(z,w) 有 形式 f=w' - P.(z) ;并 且 P,(z) 没 有 重 根 . 则 方程 
f(z,w) =0 在 C (zz) 中 确定 了 光滑 的 二 维 (在 R 上 ) 子 流 形 (一 维 复 代数 曲线 )， 
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证 明 设 (swws) 属 于 |f=01 .并且 wz0; 这 时 在 Ps 有 站 | a 
按 隐 函 数 定理 ,在 P, 的 某 个 邻 域 中 ,曲面 |/=0| 是 光滑 的 二 维 子 流 撒 一 代数 函 
数 ww=g(z) 的 图 在 现在 情形 下 , 解 w=g(z) 有 形式 w= YP 剩 下 考察 点 P, = 
(av0). 然而 


grad /(P,) -|( -Se 0) x0. 
事实 上 ,假如 全 P,(%) =0, 那 么 在 点 (w,0) 有 P.(%) =0 和 


GP.) =0. 


由 此 ,zo 是 P,(z) 的 重 根 ,与 定理 的 条 件 予 盾 . 于 是 在 曲面 |f=01 的 所 有 点 ， 
grad f( Po ) #0, 
最 后 应 用 隐 函 数 定理 即 可 . 定理 证 毕 . 

代数 函数 的 基本 性 质 : 

(1) 代数 函数 通常 是 多 值 的 , 即 对 应 于 自 变量 z 的 某 个 值 有 函数 w =&(z) 的 
好 几 个 值 , 例如 :w =yz, 若 每 个 zo。0, 则 有 两 个 值 w= 土 V5 同 时 与 一 个 五 相对 应 

考虑 射影 miC:-C'(z) ,nr(z,w) =(z,0) ;任何 点 % 在 射影 :TC!'(z) 下 的 
原 像 恰好 是 函数 w=g(z) 在 点 的 所 有 函数 值 (图 4. 79). 因为 函数 w=g(z) 是 多 
项 式 ,所 以 曲面 耳 在 射影 7: 厂 *C'(z) 下 的 像 是 整个 平面 C'(z) (参看 上 面 ). 

作 变 量变 换 : 写 w =g(z) 为 形式 w=p(P),PeT 
是 曲面 厂 上 的 变 点 (参看 图 4. 79). 显然 ,w =p(P) 在 
黎 曼 曲 面 上 是 单 值 葡 数 . 于 是 代数 函数 将 是 单 值 的 ,为 
此 不 得 不 使 函数 自 变量 变化 区 域 复杂 化 . 代替 原来 = 
在 其 中 变化 的 C'(z) ,现在 自 变量 P 在 曲面 厂 上 变化 ， 
这 里 卫 为 二 维 流 形 . 于 是 ,代数 函数 w =&(z) 的 黎 曼 曲 
面 是 这 个 函数 的 单 值 化 区 域 . 

(2) 因为 对 每 个 He C'(:) ,存在 多 个 值 w = 
8(z0) (其 个 数 等 于 多 项 式 方程 f(z ,w) =0 的 不 同根 的 
个 数 ) ,所 以 在 每 个 的 开 邻 域 中 产生 一 组 连续 的 函数 :w = 19i(z)1 ,1<i<k, 
为 多 项 式 


图 4.79 


Go(z)w +a(z)w! +e +a(z) =f(z,w) 
关于 变量 w 的 次 数 . 这 组 函数 中 的 每 一 个 函数 都 描述 了 方程 
f(z,w) =0 
的 一 个 根 在 z 变化 时 的 变化 . 函数 pi(z) 可 以 延 拓 到 整个 平面 上 去 ;在 某 些 点 ,它们 
可 能 重合 ,并 且 “ 交 换 轨 迹 ”. 函数 p,(z) 称 为 代数 函数 w=g(z) 的 分 支 . 在 每 个 点 
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的 上 面 * 上 其 挂 着 "函数 w=p(z) 的 值 ,这 些 函 数值 是 方程 
f(s) =ao (0) Ww taso) Ww +…+at(a)=0 
的 根 . 由 隐 函 数 存在 定理 得 到 .每 一 个 分 支 ( 几乎 在 所 
有 点 上 ) 确定 了 C: 中 光滑 的 ， : 复 解析 的 子 流 

形 , 并 称 为 黎 曼 曲 面 的 一 时 . 
(3) 设 上 ao) 等 于 方程 扩 a,w) =0 的 不 同根 的 个 
数 . 显然 ,4(a) < 车 方程 (zo,w) =0 的 所 有 的 根 都 


Cw 三 


是 单 根 , 则 (有 %) = 好 车 有 重 根 , 则 人 (aa) < 大 在 使 可 用 上 DC AGO 
人 (aa) < 的 点 aa 函数 w=&(z) 的 某 些 分 支 mw(z) 合 并 
在 一 起 (参看 图 4. 80). 图 4.80 


假设 A(z,w) =w' -P.(z) ,多 项 式 P,(z) 没 有 重 
根 . 根据 定理 1, 曲 面 厂 = 1f=01 是 C* 中 的 复 解析 子 流 形 . 使 (zo) < 的 点 有 %, 称 
为 代数 函数 w=g(:) 的 歧 点 . 在 w= YP,(z) 的 例子 中 ,多 项 式 已 (z) 的 根 是 歧 点 
(在 C'(z) 的 有 限 部 分 ). 

(4) 在 歧 点 ,函数 w=g(z) 的 几 个 分 支 合 并 . 因为 歧 点 是 孤立 点 ,所 以 可 以 认 
为 它 是 足够 小 的 圆 盘 万 的 中 心 , 在 此 成 中 没有 其 他 的 歧 点 . 考察 中 心 在 aa 的 位 
于 1 中 的 圆周 , 按 此 圆周 作出 绕 的 环 路 . 这 时 ,函数 g&(z) 的 分 支 ,一 般 , 轨 迹 就 
要 改变 . 

分 析 下 面 的 例子 . 设 /=w? -= 这 时 w=g(z) = 上 显然 ,Pi(z) = +Y5;92(7) = 
5; 车 z=r，e™*. 那么 ,0e C'(z) 是 平面 有 限 部 分 的 唯一 歧 点 . 在 绕 点 0 一 周 时 分 
支 pi(z) 和 w:(z) 交 换 位 置 

pi(z) =Vre¥ -re =92(2). 
参看 图 4. 81 的 这 种 交换 的 示意 图 . 黎 曼 曲面 本 身 没有 奇 点 ,因为 卫 是 C? 的 光滑 
子 流 形 . 
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现在 研究 黎 曼 曲面 的 整体 拓扑 性 质 . 仅仅 对 
f(z,w) =w -P.(z), 
P, 没有 重 根 的 情况 进行 讨论 . 曲面 荆 在 C? 中 作为 
w=g(z) = VP,(z) 
的 炭 给 出 , 研究 "在 无 穷 远 点 "的 性 状 . 有 不 同方 法 给 此 概念 以 含义 . 我 们 描述 所 
谓 紧 致 化 ,是 使 非 紧 致 开 流 形 “ 把 边界 列 入 " 变 为 紧 致 流 形 . 几 个 紧 致 化 的 方法 是 
已 知 的 . 
首先 ,直线 C'(z) 并 增加 无 穷 远 点 成 紧 致 直线 . 结果 得 到 CP'. 实际 上 ,把 CP 
看 作 点 (Az ,As*) (和 0) 的 集合 , 取 映 射 
hh) =C'(z)Um 
即 可 . 
注意 ,借助 于 球 极 射影 可 以 作出 扩大 平面 与 球面 5 的 等 同 ， 
现在 来 把 C? 紧 致 化 . 考察 CP , 取 齐 次 坐标 (x ,x? ,x ) ;这 时 ,CP? 被 同 胚 于 
”的 三 个 图 所 覆盖 . 我 们 取 其 中 一 个 ,例如 
Ay = |A(xz ,x ,x ) ,x #0). 
设 
ai:4 一 Cz(zw)， 
其 中 ,= 生 忆 =. 则 a 是 图 4, 与 C? 之 间 的 同 胚 . 
假设 
CP =5 =|A(e ,ws0)}, 
这 时 ,CP = 4 US ,于 是 ,C* 紧 致 化 变 为 CP* ,这 可 用 合并 球面 5* 的 方法 得 到 . 嵌 
入 C 中 的 黎 曼 曲面 玉 发 生 什么 变化 ? 古 也 变 为 紧 致 拓扑 空间 六 我 们 证 明 在 单 
根 的 情况 下 ,六 是 光滑 流 形 . 


一 般 , 设 g(z,w) 是 阶 (关于 全 部 变量 ) 多 项 式 , 作 变 换 := 汪 ,w = 帮 , 


&E(z0) = Qu,( 婚 ,二 )]( 呈 )", 其 中 0. 是 齐 次 多 项 式 . 在 射影 空间 CP, 方 程 
g(z,w) =0 以 0,(x' ,x ,x ) =0 的 形式 出 现 . x* =0 的 点 称 为 黎 曼 曲面 的 “无 穷 远 
点 ”. 在 提 特 下 情况 下 ,方程 给 出 一 维 昧 致 注 形 . 
2 
例如 ,在 n=1 时 ,有 w=0;( 当 ) -2 -号 =0;(z2): -ww =0. 六 与 无 穷 远 球 


面 $ 的 交 是 一 个 点 ,此 点 在 图 4, = | 和 (x a 关 0| 中 的 坐标 为 


强 
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在 这 个 点 的 邻 域 中 , 作 变 换 :a = 气 ,B= 艺 , 得 到 
[C2): -ae =0] [te -B=0]. 

显然 ,这 个 方程 在 点 a=B=0 的 邻 域 中 确定 了 光滑 流 形 , 这 就 证 明了 曲面 产 在 无 
穷 远 点 的 光滑 性 . 

我 们 研究 函数 w = VP.(z) 在 整个 球面 5 = CP 上 确定 的 歧 点 . 

命题 2 设 轨 - P,(z) =0,P,(z) 仅 有 单 根 a,as,…; 仿 . 则 所 有 这 些 点 都 是 
w= VPCG3] 的 歧 点 ,这 些 点 位 于 平面 的 有 限 部 分 ; 当 P, 的 次 数 是 奇数 时 ,在 球面 
上 ,再 添 一 个 歧 点 一 一 无 穷 远 点 . 对 P, 是 偶 次 时 ,点 不 是 歧 点 . 函数 w= VP,(z) 
没有 其 他 的 歧 点 . 

证 明 设 a 是 已 (z) 的 任意 一 个 根 . 考察 中 心 在 ww 的 小 圆周 $ , 它 的 内 部 没 
有 多 项 式 的 其 他 根 ,并 把 点 ze 5' 写 为 形式 == au +re”,r 是 贺 周 的 半径 . 有 


ws) = MI- “rer 
(参看 图 4. 82). 


因为 在 围 着 wk 环绕 时 ,(z - a,) 的 辐 角 改变 
2 ,所 以 V5 改变 符号 . 同时 ,在 围 着 m 环绕 
时 , 数 : -6, ,pz#, 它 的 辕 角 的 改变 量 达 不 到 2, 即 
所 有 的 根 式 V5 一 恢复 到 以 前 的 值 

于 是 , 16,| 为 层 点. 考察 w 并 作 变换 上 = 二 那 


么 ,w=g(:) 取 形式 一 一 一 一 一 . 若 ” 是 偶 


/rH /Tm 

数 ,很 明显 ,0 不 是 歧 点 ;车 n=2p +1 是 奇数 , 则 有 歧 点 . 命题 证 毕 . 

如 所 知 ,曲面 古 是 代数 函数 的 单 值 性 区 域 . 把 本 设想 为 一 些 叶 "的 粘 合 ,而 
每 一 " 叶 "都 是 单 值 的 代数 函数 的 图 像 . 我 们 从 例子 讲 起 

考察 函数 w = +yz, 它 有 两 个 歧 点 :0 和 a. 用 无 交点 的 光滑 曲线 y 连接 0 和 
o ,并 沿 y 从 0 到 mm 切 开 . 那么 ,结果 是 三 为 两 个 子 集合 的 并 : 书 和 书 , 古 是 分 支 
9i = 的 图 像 ,定义 在 5*\y 上 ;T, 是 分 支 p; = -J 的 图 像 , 定 义 在 S\y 上 . 显然 ， 
在 S*\y 上 , 决 不 能 从 分 支 pi 转 到 分 支 p;. 即 每 一 叶 工 ; 或 丈 都 与 5\y 同 胚 (图 
4. 83). 在 射影 7:C* 一 C'(z) 时 ,每 一 叶 或 都 同 胚 地 射影 在 S*\y 上 ;于 是 栈 
是 由 两 片 (Ti 和 两 叶 ) 粘 合 在 一 起 的 . 怎样 实现 这 样 的 粘 合 呢 ? 在 5 上 给 出 定 
向 并 给 切口 的 一 边 打上 记号 -”, 另 一 边 打 上 记号 ” +” 这些 标 记 出 现在 每 一 叶 
(和 五 ) 的 切口 的 边 上 . 在 粘 合 两 个 同样 的 5 \y 时 ,应 使 符号 ”+ "和 “- "一 


ae 


148 第 四 章 ”光滑 流 形 ( 例 ) 


图 4.83 


致 . 因为 在 围 着 歧 点 环绕 时 ,分 支 互 相交 换 ,所 以 叶 [的 边 yr” 应 该 与 叶 刀 上 的 
边 y; 粘 合 ;相应 地 ,也 粘 合 叶 厂 , 和 叶 厂 上 的 边 y， 和 y; (参看 图 4. 84). 显然 这 
个 粘 合 给 出 了 球面 . 于 是 便 证 明了 下 面 的 引 理 . 


图 4. 84 


SET=T UD 


引 理 2 ”代数 函数 w= + 的 黎 曼 曲面 的 紧 臻 化 产 同 胚 于 球面 5*. 

考察 函数 w= V(z-a)(z-b),azb 的 黎 曼 曲面 . 根据 命题 2, 这 个 函数 有 两 
个 歧 点 :z=a 和 z=6b. 

引 理 3 代数 函数 w= + V(z -a)(z -5b) 的 紧 致 化 后 的 黎 曼 曲 面 产 同 胚 于 二 
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维 球面. 
证 明 4 和 4b 是 
可 证 明 , 引 理 证 
定理 2 设 /(z,w) =w? -PP,(:), 多 项 式 P, 没有 重 根 . 则 代数 函数 w = 


+ VP,(5) 的 黎 盟 曲面 的 紧 致 化 广 同 用 于 带 有 [号] 个 柄 的 球面 ( 用 [ 表示 整数 


3 

部 分 ). 

证 明 设 n=2p +1; 这 时 根据 命题 2, 所 有 的 根 a ,os ,…,a。 和 点 mm 是 歧 点 ;这 
个 集合 可 两 两 分 组 ,例如 :(@ ,oa ) ,…( a ,0,41) ,其 中 必 = %w. 用 光滑 线段 yy 
1<hksp +1, 连 接 每 一 对 点 ax ， 和 mx ,得 到 带 有 p+1 个 截 口 Yi 的 球面 
5, 这 时 ,在 SUyU…Uy，) 上 ,每 个 分 支 P 和 wa 都 是 单 值 函 数 . 事实 上 ， 
在 我 们 的 截 口 系统 下 ,不 允许 有 绕 过 奇数 个 歧 点 的 环 路 , 仅 可 能 有 绕 过 偶数 个 歧 点 
的 环 路 于 是 ,在 环绕 任何 环 路 时 ,得 到 根 式 前 面 的 符号 变化 为 偶数 次 . 

注意 ,每 个 截 口 的 边 标 以 符号 ” + "和 ” - ”, 这 时 叶 书 和 时 症 中 的 每 一 个 都 
同 胚 于 SC U…Uy,)， 

于 是 ,为 了 获得 三 ,应 该 粘 合 这 两 叶 ,在 粘贴 截 口 的 边 时 ,要 考虑 它 的 符号 (图 
4. 85), 这 样 就 得 到 带 有 


MU7 A 加 
ht 
,nn 


歧 点 ,所 以 应 该 作出 由 “到 4 的 截 线 y; 重 复 引 理 2 的 论证 , 即 


人 
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个 柄 的 球面 5 

设 n=2p; 根 据 命题 2, 所 有 的 根 a ,…，,as 为 歧 点 ,并 且 仅 有 这 些 歧 点 . 因此 ， 
重复 前 面 的 论证 即 可 . 定理 证 毕 . 

命题 3 每 一 个 5 型 ( 即 球 带 柄 ) 的 二 维 光 滑 紧 致 连通 可 定向 闭 流 形 是 复 解析 
流 形 . 

证 明 ”对 函数 w= + VE.(z) ,P, 没有 重 根 ,考察 ,因为 站 CC’, 这 里 厂 由 图 
像 w =g(z) 或 图 像 2=w(w) 给 出 ,所 以 有 两 个 垂直 射影 : (zw) 一 C!(z) ;和 
(z,w) 一 C'(w). 在 每 一 点 (z,w) e 厂 ,至 少 有 一 个 射影 是 确定 的 ,因为 grad(w? - 
P,(z) ) 关 0( 参 看 定理 1), 得 到 用 局 部 贺 盘 种 盖 变换 函数 或 者 是 w=g(z) ,或 者 
是 :=w(w). 因为 函数 g(z) 或 w(w) 是 复 解析 函数 (参看 命题 1) ,所 以 得 到 所 要 的 
论断 . 命题 证 毕 . 

不 可 定向 的 二 维 流 形 不 是 复 解析 流 形 . 

命题 4 每 一 个 5 型 ( 即 MHz:) 二 维 光 滑 紧 致 连通 可 定向 闭 流 形 可 以 附 以 共 形 
歼 曼 度量 , 

证 明 如果 存在 局 部 坐标 ,使 得 在 此 坐标 下 ,度量 有 形式 g, = a5, 时 , 则 称 此 
度量 为 共 形 的 . 将 M; 在 (扩大 的 )C? 中 实现 为 函数 w= + VPCz7 的 黎 曼 曲 面 . 在 
Ms 上 考察 坐标 = 这 个 复 坐标 可 作为 除 点 0 以 外 的 整个 M2 的 坐标 ,在 点 0 的 邻 域 
中 必须 引进 坐标 w, 它 与 z 的 关系 是 复 解析 变换 w=g(z). 在 Cz = Re 中 ,引入 
度量 : 


内 = dzdz + dwdw = Ta) 
考察 它 在 PCC: 上 的 限制 ,有 
ds (M:)=(1 +lg'(z)1?) dz,dz. 
或 : ds (Mi)=(1 +u +0) (dr +dy:), 
其 中 z=x+iy,gg=u+i 命题 证 毕 . 
在 复 解析 变换 z=mn(#) 时 ,上 面 得 到 的 共 形 度量 仍然 是 共 形 的 . (验证 1) 
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5.1 流 形 上 张 量 场 的 一 般 概念 


我 们 考察 光滑 流 形 M"; 设 PeM" ,x',…,x" 是 P 点 的 某 个 邻 域 中 的 正则 坐标 . 
我 们 研究 关于 坐标 变换 不 变 的 对 象 . 用 符号 “ 撤 " 表 示 新 的 坐标 x*"，…,x"， 

(1) 设 ae7,(M") 是 各" 切 向 量 . 我 们 来 找 出 在 不 同 坐标 系 计算 的 向 量 坐标 
间 的 关系 . 因为 


并 且 因为 {37 zj 构成 Tz(M") 的 基 , 所 以 @f = 站 我 们 看 到 向 量 的 分 量 ml ， 


借助 于 Jacobi 短 阵 { w] =J 来 变换 . 这 是 在 坐标 变换 时 ,作为 几何 对 象 的 向 量 , 由 


不 变性 而 得 到 的 条 件 . 
现在 ,可 以 把 向 量 确定 为 对 象 , 它 在 每 一 个 坐标 系 *，…,x*" 中 由 一 数组 


中 给 出 ,并 要 求 当 坐 标 从 部 ,ze 变 为 坐标 ，…, 开 时 ,按照 规则 a' = 3 
变换 .显然 ,这 样 定义 的 对 象 是 不 变 的 ， 
(2) 设 /4) 是 上 的 光滑 卫 数 ;我 们 考察 mad f= 站], 找 出 这 个 数组 变 


换 的 规律 . 我 们 有 : 
所 8 六 
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其 中 
fs ( 半 )=097， 
也 就 是 说 ,这 一 组 (二 ，… 忆 .) 与 向 量 的 分 量 比较 起 来 是 按 另外 的 规则 变换 ; 亦 即 借 
助 于 矩阵 ( (J … )7) 来 变换 . 这 个 规律 是 从 函数 /关于 向 量 a 的 方向 导数 的 不 变性 
(关于 坐标 变换 ) 得 到 . 实际 上 ， 
gf life)) -7(O)) 
da en 已 二 


其 中 y(t) eM";y(0) =P,y(0) =ae7Tp(M"); 
df_; i 
a sa ds 
由 此 得 到 
aa 
ax 
名 = 
这 就 是 所 要 求 的 结果 . 
(3) 考察 7,(M") 和 与 它 成 共 e 的 空间 Ti ( 寻 ) ,7T;(M") 是 实 线性 泛 函 !(a) ， 
ae7Tp(M") 所 构成 的 空间 . 在 坐标 变换 时 , 泛 函 1(a) 的 分 量 如 何 变化 ?在 7; (M") 
上 引信 基 e ,…,e" ,它们 由 泛 函 ee(e。) = 组 成 ,其 中 ,e,,…,e, 是 7,(M") 中 的 
基 , 因为 !(a) 是 实数 ,并 且 不 依赖 于 坐标 的 选择 ,所 以 有 1(a) =1'(a’) ;由 此 得 
a =aeiil(a) =ha' =a 


= Ee 


由 于 a 的 任意 性 ,得 到 = 中 4 所 以 ,证 本 Z 的 坐标 变换 规则 与 grady7 的 坐标 变 


换 规 则 一 致 . Ts ( M") 的 元 素 称 为 共 变 向 量 , 于 是 ,grad /是 共 变 向 量 . 

我 们 在 7* 中 取 由 共 变 向 量 e',…,e" 组 成 的 共 思 基 ,我 们 使 7 和 7" 等 同 起 来 : 
设 

:Ta7" ,p(a) =L, 其 中 a=ate,,l= Se aket ， 

即 在 同 构 p 下 ,与 a 相对 应 的 1, 关 于 e',…,e" 与 向 量 a 关于 el,…,e, 有 相同 的 坐 
标 . 这 个 同 构 在 坐标 变换 (*) 一 (x') 时 不 是 不 变 的 ,因为 向 量 的 分 量 按 矩 阵 了 变 
换 ,而 共 变 向 量 按 矩 阵 (J ”) 7 变换 . 其 实 存在 这 样 的 变换 ,在 此 变换 下 仍 保持 对 应 
关系 p:T-*7” :这 就 是 使 7=(J”) 的 变换 , 即 在 给 定 的 点 P, 所 给 变换 的 Jacobi 
矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 

(4) 设 C 是 使 Tz(W ) 变 为 自身 的 齐 次 线性 算 子 ; 设 C 是 在 基 e,,…,e, 下 写 
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出 的 算 子 的 矩阵 . 作 变 换 (x) 一 (*") ,得 到 C'=JCJ7, 即 性 = 总 算 子 矩阵 


的 变换 规则 可 以 从 变换 使 关系 式 b=C(a) 关于 坐标 变换 是 不 变 的 要 求 得 到 . 
(5) 我 们 考察 Tv(M*) 上 的 双 线性 对 称 形式 B;B(a,5) =bsaiy. 由 代数 知道 ， 
在 坐标 变换 时 ,形式 8 的 矩阵 变 为 矩阵 8', 使 8'=JB 六 , 即 by 和 上 述 
- 样 ,B 的 这 个 变换 规则 可 以 从 要 求 数量 8(a,b) ,a,b e 7;, 在 坐标 变换 时 保持 不 
变 而 得 到 , 事实 上 
Ba am 


B(a,b) =bya' b=bya bl =by Sr ol， 
如 
= Bax 
和 =a or 


我 们 引用 变换 规律 的 简单 的 例子 ,并 指出 指标 在 对 象 分 量 上 的 不 同位 置 时 变 
换 的 规则 是 不 同 的 :a,0;C ,与 :上面 的 指标 称 为 逆 变 指标 ,下面 的 指标 称 为 共 变 
指标 . 用 数 对 (P,9) 给 出 相 类 似 对 象 的 类 型 是 方便 的 ,其 中 ,9 是 共 变 指标 数 ,p 是 
逆 变 指标 数 , 向 量 的 坐标 组 是 (1,0) 型 , 共 变 向 量 是 (0,1) 型 , 算 子 是 (1,1) 型 ,向 量 
的 双 线性 形式 是 (0,2) 型 . 除 这 种 形式 外 ,还 存在 着 在 共 变 向 量 1,me 7; (M") 上 的 
形式 B(1,m). 计 算 (与 B(a,b) 类 似 ) 给 出 B8'=(J"')"8( 栈 '). 于 是 ,车 在 每 个 坐 
标 系 中 给 出 了 一 组 数 (函数 ) ,从 一 个 坐标 系 到 另 一 坐标 系 中 按 指定 的 规则 变换 ， 
则 这 组 数 定义 了 某 个 不 变 对 象 ,并 且 在 不 同 的 坐标 系 中 我 们 可 借助 于 坐标 表示 来 
研究 它 . 这 种 情况 作为 在 流 形 上 张 量 场 的 一 般 定义 的 基础 , 即 不 变 的 几何 对 象 与 坐 
标 系 的 选择 无 关 , 其 分 量 的 具体 表示 依赖 于 坐标 系 . 

定义 1 在 每 一 个 坐标 系 (x) =(x',…,x") 中 用 函数 组 Ti (x) 给 出 的 对 象 ， 
在 坐标 系 变换 (*) 一 (x') 时 , 按 规则 
a , .0 
ow 
变换 ,就 称 此 对 象 是 秩 为 p+9 的 (p,q) 型 张 量 场 . 

我 们 引入 的 对 象 , 关 于 坐标 变换 是 不 变 的 . 事实 上 , 由 代数 教程 知道 , 张 量 ( 张 
量 场 ) 可 以 定义 为 多 重 线性 映射 

T:Tp x xTp x Te x x To oR, 


» 


Ln 


此 映射 由 形式 
Ta = a 


给 出 ,其 中 =ei ,上 = 以 e*. 函数 开交 是 映射 7 了 的 系数 . 车 取 定 基 e),…,e, 和 


154 第 五 童 ” 张 量 分 析 与 黎 曼 几何 


ee, 则 关于 5 有 有 效 的 公式 


=T(en, ee 
事实 上 ， 
Te ee ,ee = SR -(e 人 ee 
本 人 
由 公式 


7:(7,)®(T; ) oR 
表示 的 所 有 对 象 同样 有 多 重 线性 的 性 质 ,并 且 是 不 变 的 . 系数 7»; 的 具体 表示 依 
和 赖 于 坐标 的 选择 , 
我 们 将 常常 用 坐标 表示 来 进行 工作 ,因为 它 在 具体 计算 时 是 有 用 的 . 为 方便 起 
见 ,我 们 引用 所 谓 多 重 指标 (i) = ( 纪 ,…,i,) , 它 用 一 个 指标 (i) 代替 整 个 一 行 的 指 
标 . 例如 , 张 量 的 规则 写成 


x) 0 wdi 
7 = 7， 
Es 
其 中 Bx gx Or xm 
我 们 来 研究 张 量 场 的 最 简单 的 性 质 . 
引 理 1 若 (x) 一 (x') 是 正则 变换 , 则 张 量规 则 
加 ax ax 四 (0) 
0 = (0D) ox rT 
是 可 逆 的 , 即 
dx ar 
全 = gx Bx UO" 


证 明 由 恒等式 如 2 = 站 -= 即 可 得 到 . 引 理 证 毕 . 


引 理 2 设 在 坐标 系 (*) 中 写 出 张 量 场 ,并 施行 坐标 变换 (x*) 一 (z) 一 (y) 和 
(zx) 一 (v) 一 (7). 则 张 量 场 了 在 坐标 系 (Y) 中 的 表示 与 从 (x) 变 到 (y) 的 方法 无 关 . 
证 明 引 理 的 证 明 可 由 复合 函数 的 微分 公式 
WN he 0 0 
Bx Bay Ox Ov" Ox! 
得 到 . 
由 代数 教程 中 已 知 张 量 的 一 些 性 质 ,我 们 在 这 里 提醒 一 下 
(a) 秩 为 p+9 的 (p,q) 型 张 量 ( 在 一 点 来 考察 张 量 ) 构 成 线性 空间 及 ,而 是 
dim 万 =n”*9., 其 证 明 可 由 张 量 作为 多 重 线性 映射 的 表示 法 , 即 多 重 线性 映射 的 线 
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性 组 合 仍 是 多 重 线性 的 得 到 . 
(b) 在 秩 为 P+9 的 所 有 的 (P,9) 型 张 量 线性 空间 有 中 ,具有 和 多重 线性 映射 


6®®e,® @®e 
组 成 的 可 加 基 . 基 中 元 素 的 个 数 等 于 mw". 每 一 个 映射 
6,@-…®e, ®e Ge 


由 公式 
es(D =L ,eT (M');e (a) =a" ,aeT,(M'); 
(0,@"®e, ®e Oe ) (a a,b ,eb) 
=e,(1) ee, (PF): eq) ee) 
= 
给 出 


著 7:(ToM")* x (TEN") “一 'R 是 任意 秩 为 (p,q) 的 多 重 线性 映射 , 则 
Te 
即 T=7 (0,®"@®e,® Bee)， 
利用 多 重 指标 ,任何 张 量 7 按 张 基 基 的 分 解 表 示 为 了 = TU eu @e. 
注意 . 基 张 量 e@…@e,@e @…@e 在 坐标 变换 下 的 变换 规则 为 
jx 0) 访 
en @e" = ,en @e! 
所 有 这 些 性 质 和 定义 都 可 从 一 点 的 向 量 移 到 流 形 上 的 光滑 张 量 场 去 ;应 该 把 张 量 
场 看 作为 (p,q) 型 基 场 的 变 系数 的 线性 组 合 ,从 而 把 张 量 场 的 空间 变 为 无 限 维 的 
空间 ， 
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5.2.1 例 


(1) 流 形 上 的 光滑 向 量 场 是 (1,0) 型 的 张 量 场 ;所 有 光滑 向 量 场 的 空间 是 无 
限 维 的 . 

(2) M" 上 光滑 的 共 变 向 量 场 , 即 在 每 一 点 *e M" 由 线性 机 数 !(x) ET (MM") 
给 出 ,并 且 光 滑 地 依赖 于 点 x. 在 这 个 无 限 维 (0,1) 型 张 量 场 空间 中 ,包含 了 无 限 维 
位 势 场 grad f(x) 的 子 空间 . 
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(3) 设 在 M" 上 给 出 黎 曼 度 量 gj(z). 因为 gy = 和 ,所 以 一 组 g;(*) 定 


义 了 (0,2) 型 的 张 量 场 ,这 个 张 量 称 为 度量 张 量 . 

(4) 复 解析 流 形 M”" 上 每 一 7.( M”) ,定义 了 算 子 1( 乘 以 虚 单 位 数 ) ,P= -已 
这 个 算 子 光 滑 地 依赖 于 点 ,我 们 得 到 (1,1) 型 的 张 量 场 . 

(5) 惯性 矩 张 量 在 Ri 中 考虑 带 有 一 个 固定 点 0 的 刚体 ;刚体 绕 点 0 旋转 . 
我 们 将 认为 它 由 NN( 有 限 数 ) 个 质点 组 成 ,质点 间 是 刚性 固定 的 . 设 质点 为 mi， 
ma 的 四 mn xm (= 1 作 算 阵 


-Sn Xa) Xe) + lxw 且 
这 个 秩 为 2 的 (0,2) 型 张 量 ,而 且 和 矩阵 (a ) 是 对 称 的 , 称 为 刚体 的 惯性 矩 张 量 . 我 
们 来 说 明 这 个 张 量 的 作用 . 设 过 0 点 作 一 带 有 单位 方向 向 量 1= ( 情 , 忆 , 忆 ) 的 直线 ， 
求 出 和 > aWLV = 成. 经 计算 ,得 

五 (站 


Ek 7 玉 人 和 ) 押 有 
可 


因子 lx 上 -zt ,1 是 从 具有 质量 m。 的 点 到 轴 的 距离 的 平方 . 我 们 得 到 了 
物体 关于 轴 的 惯性 矩 的 众所周知 的 表示 式 . 矩阵 (w ) 的 特征 向 量 给 出 了 刚体 惯性 
主轴 的 方向 

(6) 形变 张 量 我 们 考察 填 满 R" 中 某 个 体积 的 连续 介质 ,在 R" 上 建立 笛 卡 
儿 坐 标 x*',…,x". 我 们 考察 在 某 种 力 的 作用 下 介质 的 小 形变 . 介质 点 的 位 移 由 依赖 
于 点 的 光滑 函数 w(x ，…,%") 给 出 , 位 移 后 ,点 P 的 坐标 用 原来 点 的 坐标 表示 : 
= 二 克 (x1,… 和). 设 位 移 很 小 , 即 函 数 w(x*) 足够 地 小 . 在 介质 形变 时 光滑 曲 
线 长 度 如 何 变化 ? 考虑 两 个 邻近 点 P(x ，…,x") 和 P'(*，…,x" ); 设 (AL)? 


sD -*)* = De) 是 连接 点 P 和 P' 的 线段 的 欧 氏 长 度 的 平方 ; 求 出 


(A1')”, 这 是 连接 PP 和 PP 的 线段 的 长 度 的 平方 P 和 P' 是 P 和 P' 在 介质 形变 位 移 
后 的 点 (图 5.1). 我 们 有 
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(AD = D(x’ tu(x’) -x -u(x))? 


(AD) +2> AxAu' + > (Au')’. 
各 后 


因为 Aw = 弛 Ax', 所 以 
ox 


2 CAD? = 5 (2 Aw A Bu Ou wt A 

(AL')* - (AD) Dl i + 志 入 忠 Am 
于 是 

dy -a = TE EAA, 

(d1')* - (dl) i er + Br a A 


如 果 形 变 w(x) 很 小 ,那么 可 以 认为 
而后 
(a)? -(d)*= 六 ( 监 + ) Av A 

假设 na(*) = ,那么 (d1)? (dD*=madxdxt. 函数 组 7 构成 秩 为 2 
的 (0,2) 型 张 量 , 称 为 小 形变 张 量 . 

(7) 应 力 张 量 考虑 形变 的 弹性 体 . 在 弹性 体 中 出 现 了 “应 力 ”. 设 do 是 小 的 
平面 片 的 面积 ,此 小 面积 位 于 弹性 体 中 且 有 定向 ,并 且 通 过 点 P;n(P) 是 do 在 点 
PP 的 法 线 (图 5.2) ;在 平面 片 附近 ,平面 片 把 弹性 体 分 为 两 部 分 :一 部 分 位 于 平面 
片 的 正 侧 , 另 一 部 分 位 于 平面 片 的 负 侧 . 可 以 认为 ,弹性 体 的 第 一 部 分 以 力 正 通过 
平面 片 do 作用 于 第 二 部 分 , 力 正 作用 于 点 已 ,并 且 与 平面 片 的 面积 成 比例 , 它 的 
面积 也 用 do 表示 . 于 是 ,在 点 P 的 每 一 个 法 线 有 n(P) 与 向 量 F(n) 相 对 应 , 即 F= 
F(n). 这 种 依赖 的 性 质 在 弹性 理论 中 根据 实验 建立 起 来 . 可 以 认为 关系 F(n) 是 
线性 的 , 即 F(n) =Q0p(n)do, 其 中 启 =Qmdo;|m| 是 mn(P) 的 坐标 .产生 了 (1,1) 
型 的 张 量 场 . 这 个 场 就 是 应 力 张 量 . 


AP) 


Np 


图 5.2 


由 力学 的 设想 得 到 :应 力 张 量 0 是 对 称 的 . 应 力 张 量 不 仅 可 以 在 变形 的 弹性 
体 中 定义 ,也 存在 于 理想 流体 中 . 在 理想 流体 中 ,没有 内 摩擦 力 ,因此 作用 在 dr 上 
的 应 力 严 (m) 按 法 线 指向 do. 所 以 算 子 Qs 是 对 角形 的 , 即 
0 =9(0P)5i， 
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Fr=g(P)n'(P)do, 
其 中 gq(P) 是 点 P 的 数值 函数 , 称 为 压力 . 它 不 依赖 于 方向 n, 而 仅 决定 于 点 P 本 
身 . 如 果 对 介质 ,Qs =q(P) "上 成立, 那 就 是 说 它 满足 Pascal 定律 . Pascal 定律 不 总 
是 都 满足 的 ;例如 ,在 粘性 流体 中 ,应 力 张 量 就 可 能 有 比较 复杂 的 形式 
在 形变 张 量 和 应 力 张 量 之 间 存 在 着 关系 ;在 一 阶 近似 下 , 当 形变 很 小 时 ,可 以 
认为 应 力 张 量 线性 地 依赖 于 形变 张 量 , 即 @; = amu, 其 中 ,函数 qi 组 成 秩 为 4 的 
张 量 ((3,1) 型 的 ). 在 R? 中 , 张 量 w” 有 81 个 分 量 . 上 述 所 说 的 线性 关系 称 为 
Hooke 定律 .我 们 假设 ,介质 是 均匀 的 和 各 向 同性 的 , 即 关系 式 8 = 0(7); 正 交 变 
换 下 是 不 变 的 ,也 就 是 张 量 a* 关于 50(3) 是 不 变 的 . 可 以 证 明 ,此 时 ,0 = 0, = 
jmy +Atr(n)，6,, 其 中 入 ,yr 称 为 Lame 系数 .函数 > mi =tr(m) 有 简单 的 意义 
(我 们 对 上 ,下 指标 不 加 区 别 ,因为 事情 是 在 R? 中 进行 的 ), 我 们 考察 在 小 形变 作 
用 下 介质 点 的 转移 ,这 时 函数 w 是 形变 给 出 的 向 量 场 的 分 量 ; 用 o ( P) 来 表示 这 个 
场 那 和 rm) = 了 (此 + 下 | =25 n= t(D 二 =2div(e ) , 即 tr(7) 是 
转移 的 散 度 场 . 系数 几 , 对 流体 来 说 就 是 所 说 的 粘性 系数 . 


5.2.2 张 量 的 代数 运算 


(1) 给 出 两 个 同 秩 同型 的 张 量 场 芒 .“ 和 局 光 , 则 可 以 得 到 一 个 新 的 张 重 场 


(验证 1): 
Ca = Th + Pi 

(2) 车 TH 是 Mr" 上 的 张 量 场 ,Kx) 是 NM 上 的 光滑 函数 , 则 fx) 也 是 张 
量 场 . 证 明 是 容易 的 . 

(3) 同型 指标 的 交换 例如 , 张 量 场 7 ; 按 公 式 Pi = Ti 作出 
新 的 场 ; 即 运算 就 是 交换 张 量 的 分 量 . 这 个 运算 是 张 量 的 运算 (验证 !1), 这 里 ,调换 
了 两 个 指标 i, 和 i, 的 位 置 . 显然 ,可 以 做 任何 指标 的 交换 . 

注意 ， 交换 共 变 指标 和 逆 变 指标 ,一 般 来 说 不 是 张 量 运算 ,因为 上 指标 是 借助 
于 矩阵 了 变换 的 ,而 下 指标 是 借助 于 矩阵 (7 )7 变换 的 .例如 :考察 (1,1) 型 的 场 ， 
即 算 子 6; 假 设 在 某 个 坐标 系 (x) 中 , 算 子 是 对 称 的 , 即 =d. 换 句 话说 ,有 C=C". 
我 们 假定 在 任何 另外 的 坐标 系 中 也 满足 同样 的 关系 :(C') =(C')". 设 4 是 变换 的 
Jacobi 矩阵 ,那么 C'=4C4' ,AC4"' =(AC4-')"; 即 8C=CB, 这 里 B=A'h. 显然 ， 
矩阵 B 和 C 不 总 是 可 交换 的 . 如 果 Jacobi 甜 阵 是 正 交 答 阵 ,那么 交换 指标 和 j 的 
位 置 是 张 量 运算 . 

(4) 缩 并 运算 ” 设 刀 光 是 张 量 场 ; 标 出 两 个 不 同型 的 指标 一 共 变 指标 和 
道 变 指标 i,; 作 函数 :Pi ,*. 这 个 运算 是 张 量 运算 ( 验 
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证 1) ,并 且 把 (p,q) 型 张 量变 为 (p -1,9 一 1) 型 张 量 . 如 果 p =g, 则 对 原来 的 张 量 场 
Tir 汶 可 以 定义 全 缩 并 , 即 把 所 有 的 上 指标 与 所 有 的 下 指标 缩 并 ;得 到 数量 函数 
tr(7) ,这 是 不 变 场 了, 即 在 坐标 变换 下 它 是 不 变 的 . 

(5) 张 量 的 乘积 ”从 两 个 张 量 场 -和 Pa 名, 构造 新 的 张 量 场 CN 
Ti ，Pa 襄 . 显然 ,这 是 (p 4459 +1) 弄 张 量 场 ;表示 为 C= 7@P, 一 般 地 说 , 张 量 
科 法 的 运算 是 不 可 交换 的 . 

(6) 指标 的 上 升 和 下 降 ”例如 ,我 们 考察 (0,2) 型 的 非 退化 张 量 场 a;, 即 矩阵 
4 = (oj) 是 非 退 化 的 ;于 是 存在 逆 和 矩阵 4” , 它 的 元 素 由 到 构成 由 此 a*ay = 8 对 
任意 的 张 量 场 ;可 以 作出 张 量 场 PS3 3 = aws TI 类 似 地 ,也 可 作出 向 量 场 
Cu =am Te. 第 一 个 运算 称 为 指标 的 下 降 运算 ,第 二 个 运算 称 为 指标 的 上 升 运 
算 . 这 些 运算 都 是 张 量 运算 ,因为 这 些 运算 是 两 种 张 量 运算 的 合成 : 张 量 的 相 乘 和 
缩 并 . 由 于 张 量 场 o% 的 非 退化 性 ,指标 的 上 升 和 下 降 的 运算 互 为 逆 运 算 ; 事 实 上 ， 
C=” 7 = 名 Tw 避 =T. 通常 , 取 度 量 张 量 8 作为 a5 若 M =R"， 
By=6,, 在 稍 卡 儿 举 标 系 中， 上 指标 和 下 指标 是 没有 区 别 的 . 可 把 所 有 的 指标 都 看 
作 下 指标 . 在 一 般 情况 下 ,指标 的 上 升 和 下 降 的 运算 使 得 T,(M") 和 7e (M") 能 够 
用 典型 的 方法 一 致 起 来 , 事实 上 ,向 量 是 7,( M") 的 元 素 , 而 共 变 向 量 是 Ts (M") 的 
元 素 . 作 线 性 映射 


4:7 一 7” ,A(a) =é€, 
到 Soa 
B:T*—7T,B(n) = 六 =B To 
互 o ;友信 .Bo4 = 访 
( 恒 等 映 射 ). 类 似 地 ,4sB:T 一 7 ;4B = 17. ,这 就 是 说 ,4 和 B 是 同 构 ,T 和 7" 的 
这 样 的 等 同 关 于 坐标 变换 是 不 变 的 ,因为 运用 的 运算 是 张 量 运算 . 
(7) 对 称 人 7 了 的 所 有 同型 指标 (例如 下 指标 ). 定义 运算 : 
=Tuin = 下 总 Pro ,这 里 求 和 是 关于 所 有 指标 及 ,…,j 的 置换 ,对 称 的 
运算 是 张 量 运算 (验证 !). 
定义 1 张 量 场 区 ,如 果 交 换 同型 的 任何 两 个 指标 时 , 它 是 不 变 的 , 则 称 
7% 是 对 称 的 张 量 场 
显然 ,对 称 场 的 对 称 仍 是 它 本 身 . 
(8) 交错 考察 一 个 场 7 的 所 有 同型 指标 (例如 ,下 指标 ), 定义 交错 为 
和 二 而 i 力 《 3 dd 
:ol 


其 中 p(o) 是 置换 o 的 奇偶 性 (有 时 写 为 ( -1)”), 交错 运算 是 张 量 运算 ( 验证 !)， 
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定义 2 张 量 场 9 ,如 果 它 的 分 量 在 同型 的 任何 两 个 相 邻 的 指标 对 换 ( 置 
换 ) 时 改变 符号 , 则 称 此 张 量 场 是 反对 称 的 张 量 场 . 

引 理 1 交错 运算 不 改变 反对 称 张 量 ;交错 运算 化 对 称 张 量 为 0. 

此 引 理 的 证 明 可 由 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 的 定义 得 到 . 

对 称 和 反对 称 算 子 具有 不 变 意义 的 概念 仅 在 存在 黎 曼 度量 时 才 有 意义 (更 一 
般 地 ,存在 非 退化 的 (0,2) 型 或 (2,0) 型 张 量 场 时 才 有 意义 ), 黎 曼 度量 g; 在 每 一 
个 7T,(M") 中 产生 数量 积 

(a,b)p =gy(P)a'b. 

定义 3 算 子 7 或 (1,1) 型 的 算 子 场 , 若 对 任意 的 a,6 E 7p(M") 满 足 恒 等 式 
《Ta,b) = (a,2), 则 称 7 为 对 称 的 . 相应 地 ,车 满足 (Ta,b) = - (a,7b) ,a,be 
Tp(M") 时 , 称 7 为 反对 称 的 . 

例如 ,对 于 对 称 算 子 , 有 (a,7b) = (而 Ta 内 = Tua'b', 其 中 T= gy74. 类 似 
地 ,(Ta,5) =Tia'b*, 这 里 T=gx7, 因为 Tsab'==Toa 扩 ,所 以 T=7T,. 于 是 ,(1， 
1) 型 张 量 7 的 指标 下 降 后 ,对 称 的 条 件 具 有 部 悉 的 形式 , 即 7 在 对 换 指标 时 是 不 
变 的 . 类 似 地 ,也 可 考察 反对 称 的 情况 . 


5.2.3 反对 称 张 重 
我 们 考察 共 变 的 反对 称 张 量 了 
引 理 2 在 M" 上 最 大 秩 为 的 反 变 张 量 中 仅 由 它 自己 的 一 个 分 量 Ta 


(实质 的 分 量 ) 完 全 确定 ;其 他 的 分 量 与 它 仅 差 一 个 因子 ( -1)", 即 
Ti = 1) Tn hss) =0(1 ,2 ,n). 


证 明 在 开始 的 坐标 系 *，…,x" 中 7. =( -1)"7i, (参看 反对 称 的 定 
义 ). 设 作 变换 ;(x) 一 (x') , 则 有 
= (ST) 
人 Ww T=( 之 (=1) er Ta 
=(det /) 7 
引 理 证 毕 . 


对 反对 称 张 量 定义 重要 的 运算 :外 乖 设 7 和 局,, 是 两 个 反对 称 张 量 ; 我 
们 确定 新 的 反对 称 张 量 R=7TAP 来 表示 ,这 里 
i 


TA i] 局 及 
aa >-1)" Tn) My 
二 不 麻 二 二 寺 折 , 世 则 村 后 邓 生 0 和 我 们 研究 用 外 微分 形 趟 的 语 计 
解释 . 首先 ,考察 给 定 在 M 中 一 点 的 反对 称 张 量 Thu 把 坐标 x ,…,x" 看 作 点 P 
的 邻 域 中 的 函数 : 对 任何 光滑 函数 儿 x) , 它 的 微分 必 是 了 . 的 共 亏 空间 的 元 素 , 即 


5.2 张 量 场 的 简单 例子 161 


7. 上 的 线性 泛 函 . 事实 上 ,车 ae7, , 则 
gf dy(D)) 
da di 


这 里 y(0) =P;y(0) =a, 即 


如 果 /=* ,那么 竺 =a 和 dt = 必修 

于 是 ,dx 是 了 .上 的 泛 函 , 即 为 7" 的 元 素 . 这 里 卫 可 看 作 比例 系数 并 把 它 略 
去 ,如果 @1,…,e, eT. ,是 7 的 基 , 那 么 在 drt(e。) = 中 时 , 取 邮 sde 作为 了 
的 基 , 即 dat(a) =at. 我 们 定义 由 de' ,ds 构成 的 外 代数 A(dr' ,…,de") ,其 中 
关系 式 dx' 人 dw +dv Adx' =0(ij) 成 立 ;运算 人 是 双 线性 的 ,代数 4( 在 加 法 的 意 
义 下 ) 由 单项 式 :dx dx"sdx' asi <jse3der A desi < ee isdr! A 
Ade" 产生 由 代数 教程 中 知道 ,在 这 些 单项 式 之 间 没有 常 系数 线性 关系 ;dx ，…， 
drt 是 乘法 生成 元 . 代数 A 分 解 为 线性 子 空间 4 的 直 和 ;4 = 和 从 ,其 中 4, < 
<n, 由 单项 式 dx 人 … Adas(i <… < 才 ) 生 成 ;42 兰 及 , 它 由 单位 1 产生 . 代数 人 
的 维 数 等 于 2". 

我 们 考察 新 的 代数 A(M") , 它 的 元 素 线性 组 合 wo =7,.dx" 人 … 人 de“* 和 所 


有 可 能 的 线性 组 合 Bo" ,其 中 T(x) 是 秩 为 的 反对 称 张 量 场 ,并 且 指标 


4 调整 为 增长 的 序列 . 4A( MM") 中 的 乘法 在 下 面 定义 . 
在 坐标 变换 (*) 一 (x 人 ) 时 ,w'“ 将 如 何 ? 
引 理 3 元 素 w = Tade 人 … 人 dx* 定 义 了 不 变量 ,就 是 说 ,在 坐标 变换 
(x) 一 (x') 时 ,有 
Tade Meee N drt =T, de Mee A de 
证 明 只 要 实行 变换 (x) 一 (x') 并 利用 7.,,(x) 和 dx' 的 变换 规则 即 可 . 引 理 
证 毕 . 
代数 4(MN" ) 的 元 素 wm 称 为 外 微分 形式 . 
A(M") 的 维 数 是 无 限 的 . 每 一 个 外 形式 wm 确定 了 反对 称 张 量 的 分 量 Ts 
反之 也 对 :任何 反对 称 张 量 唯一 地 确定 了 外 形式 . 
注 在 定义 外 形式 时 ,可 以 考察 线 件 组 合 形式 4,.dx" 八 … 人 dx*, 这 里 ,4,. 
是 任意 张 量 场 (不 一 定 是 反对 称 的) ,并 且 关 于 所 有 无 次 序 的 指标 组 i…ii 进行 求 
和 , 但 由 于 外 乘 的 反对 称 性 ,我 们 有 
Ad hd 人 人 Ada 


< <is 


i de a 
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即 任何 组 合 4.dx" 人 … 人 dx 产生 某 个 外 微分 形式 . 
我 们 给 出 A(M") 中 的 乘法 . 车 w ”= Tadx" A 和 Ad 全 < <) 和 四 人 
=Piwsdx' 人 … 人 dx"( 六 <… < 元 ) 是 两 个 外 形式 , 则 定义 乘积 w=w 人 ww" 为 


这 样 的 形式 
NA) 


=DiPesdr A Nder Mad A Nd (i < Ci < <) 
三 AAA 
豆角 ,形式 的 拓 芝 总 相应 站 量 扬 的 外 委 一 致 . 于 是 A4(MM") 是 具有 单位 元 的 代 
数 ;乘法 是 可 群 的 ,但 是 不 可 交换 的 . 代数 A(M") 分解 为 子 空间 A'(M") = 
{Tadx" 人 …Adx*} 的 直 和 . 数 上 上 称 为 形式 wo” 的 阶 , 元 素 mw 中 称 为 代数 A( MM") 
的 齐 次 元 素 . 微分 形式 w'" 解释 为 多 重 线性 的 反对 称 映 射 是 合适 的 . 如 果 a ,… ,a 
eT.(M") ,那么 计算 得 到 dx'(a) =a'， 
wa a) =(T,,.. te i 
= Tx) dra) ee dx (@,) 三思 (Ja ea 


= Ti a = Ta a 


于 是 
wT x i 下 一 Rio 人 (asia ,00) =( -1)"w (a ya) 
我 们 考察 R" ,并 设 x',… ,x" 是 笛 卡 儿 坐 标 , 设 w” = dx' 人 … 人 dx" 是 最 大 秩 
的 外 形式 ;a ,…,a, eR" 是 R" 的 一 组 向 量 , 用 voll1(a, ,… ,a, ) 表 示 n 维 平行 六 面 
体 Ia ,as)( 由 myas 所 张 成 ) 的 体积 . 由 代数 教程 知道 有 下 面 的 引 理 , 
a a 
引 理 4 设 4= je 的 坐标 构成 的 矩阵 ,那么 det(4) 


a 


=volll(a, ,** ,a, ). 

回 到 外 形式 上 来 . 

引 理 $ 设 在 R“ 上 建立 了 笛 卡 儿 坐标 ,并 设 w'”= de' 人 … 人 必 " 是 最 大 秩 的 
形式 . 那么 of (ai ,…,as) =volIT(a ,… ,a,). 

证 明 因为 dx'(a) =a ,所 以 . 

w "(qi ,a,) =(dz Me Md’) (a ,a,) 
二 人 1 

引 理 证 毕 . 

于 是 ,平行 六 面体 (作为 外 形式 的 值 ) 的 体积 不 是 数量 ;例如 ,在 a) ,…,a, 奇 置 
换 时 , 它 要 改变 符号 . 这 是 “有 向 体积 "这 个 把 体积 作为 外 形式 的 值 的 观点 是 有 
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效 的 . 

对 较 小 阶 的 形式 ,类 似 的 解释 也 是 可 能 的 . 假设 在 R" 中 给 出 形式 w= 
dx" 入 … Adx"*. 要 求 对 R" 中 的 一 组 向 量 ai, ,as , 求 出 (de 人 人 …A 人 de 和) (ea 
at) 的 值 . 证 明 wo” (ww ，…,as) =volIICO 2) ， 
这 里 本 (5b,，,…,b,) 是 位 于 坐标 平面 R (ev ， 
ee ) 中 ,由 向 量 b,,… ,bs eR" 所 张 成 的 上 维 平行 六 
面体 的 体积 ,其 中 5b, ,…,b 是 向 量 a,,… ,a 在 平 
面 R'(e, ,…,e,,) 上 的 垂直 射影 (参看 图 5.3) 

若 形式 wo 是 形式 品 da 人 … Ad 的 组 
合 , 则 它 在 a,,…,a, 上 的 值 将 是 体积 volIT(b, ，…， 
5b,) 带 有 “ 权 ”wi.…i 的 线性 组 合 . 

我 们 指出 在 黎 曼 流 形 上 外 形式 与 区 域 体积 的 关系 . 我 们 认为 读者 对 多 维 ( 重 ) 
黎 曼 积分 的 概念 是 熟悉 的 . 设 M" 是 黎 曼 流 形 ,D 是 M" 中 的 开 区 域 , 它 同 胚 于 建立 
了 笛 卡 儿 坐 标 x',… ,x" 的 R" 中 开 区 域 U, 设 g(x) 是 和 矩阵 (gy(*) ) 的 行列 式 . 

定义 4 称 数 


图 5,3 


VD) =vol(D) = 三 | /B(x) dx' A Ndx" 


us) 


为 区 域 DCM" 的 体积 ,其 中 x',… ,x" 是 区 域 U(x) CR" 中 的 笛 卡 儿 坐 标 . 

如 果 流 形 上 的 区 域 “很 大 ” , 即 不 被 一 个 图 覆盖 ,那么 它 的 体积 借助 于 给 出 的 
光滑 图 册 的 1 的 分 解 来 确定 

这 个 定义 的 根据 是 ,在 最 简单 的 情况 下 ,此 公式 导出 的 值 与 由 其 他 的 设想 所 得 
到 的 体积 值 是 相同 的 . 

(1) 设 M =R',U=DCR 是 R" 中 的 有 界 区 域 ,gy =6y,; 即 g(x) =1, 所 以 

vol(D) = "fa :ar h 

这 与 R" 中 有 界 区 域 通常 的 欧 氏 体积 的 定义 是 一 致 的 . 如 果 把 dx',…,dx" 看 作 是 无 
穷 小 量 ,那么 do =dx'* …。 dw" 是 边 长 为 dx',…,dx" 的 无 穷 小 平行 六 面体 的 体积 . 
于 是 ,有 界 区域 U(x) CR" 的 体积 可 以 为 无 穷 多 个 无 穷 小 平行 六 面体 体积 的 “和 ”. 

(2) 设 Mr 是 R" 中 的 子 流 形 ,gy(*) 是 在 M" CRY" 上 诱导 的 黎 曙 度量. 设 
0 ,… ,x 是 M" 上 点 PP 的 邻 域 中 的 曲线 坐标 ; 设 区 域 2 不 大 ”, 即 包含 其 在 坐标 邻 
域 之 中 ;于 是 可 以 认为 区 域 D 的 体积 vol( DD) 是 无 限 多 个 无 穷 小 平行 六 面体 (已 不 
是 直角 平行 六 面体 ) 1TL,| 之 和 ,I 是 用 弯曲 的 坐标 平面 * = 常数 (1<i<n) (具有 
“无 穷 小 的 步 长 ") 分 解 区 域 D 而 得 到 (参看 图 5. 4). 

因为 M" 是 光滑 流 形 , 所 以 I 可 很 好 地 用 包含 在 7p(M") 中 的 “直线 "平行 六 
面体 并 来 近似 ,这 里 是 鹿 , 的 顶点 (参看 图 5.5). II 的 边 的 指向 是 沿 着 经 过 P 
的 坐标 线 |x'| 的 方向 . 设 a,,…, a 是 这 些 线 的 速度 向 量 . 因为 gj 是 欧 氏 度量 的 诱 


HN 
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Mn 


图 5.4 


导 度量 ,所 以 vol(IL) = vol(Li,) 与 R" 中 的 欧 氏 体 积 站, 一 致 . 于 是 ,vol(D) = 
Bol). 在 P 点 附近 , 除 原来 的 曲线 坐标 x! ,…,x" 外, 引进 在 P 点 正 交 的 坐标 
7 ,… ,六 , 即 在 Tp(M") 中 给 出 笛 卡 儿 坐 标 . 设 e ,…,e, 是 这 些 新 坐标 线 在 P 点 的 
单位 速度 向 量 . 这 时 在 P 点 有 g,(y) =6,. 设 7 为 变换 在 P 点 的 Jacobi 矩阵 这 时 ， 
J 把 e@1,…,e, 变 为 a),…,a,. 我 们 证 明 vol( 焉 ) = V8(x)do", 这 里 da" =de … 
“dx" 是 由 dx' ,… ,dx" 构成 的 直角 平行 六 面体 的 欧 氏 体积 . 我 们 考察 由 a ,… ,a 
构成 的 平行 六 面体 I. 这 时 ,volIIL(w ,…,a,) = VB(*). 事实 上 ,因为 gy(y) =6,， 
所 以 (gy(x)) =J(&y(y)) 广 =JE 广 =J 太 , 即 dey = Vg(x). 由 引 理 4, Vg(x) = 
detJ =volIl(a, ,… ,a ). 证 明了 结论 . 


图 5.5 图 5.6 


四 


“dr 


Lx 


因为 也 由 (dx )ay,…,(dx")a, 构成 (参看 图 5.6) ,所 以 
volfl, (aydx' ,asdx") = Vg(x) dr! » + + dx". 
因为 由 访 的 体积 (它们 的 总 和 ) ,以 及 它们 装 满 了 区 域 D 的 体积 ,所 以 vol( D) = 
J VBC dr'，… "dx", 并 且 这 就 是 所 要 求 的 . 


ey 
(3) 设 只 CR 是 光滑 子 流 形 , 它 由 向 径 r=r(uz) 给 出 ;那么 ,Me 上 区 域 D 
的 面积 有 
vol(D) = J VEG ~ Fidudv 


半 J [rr,] 1 dudv, 


Us) 
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其 中 [ ,] 表 示 向 量 积 ,而 ![ ,]! 表 示 它 的 模 . 
(4) 设 由 光滑 函数 = 无 ，,…,x”') 的 图 像 形式 给 出 的 子 流 形 W"” CR". 求 


有 界 区 域 DCHW" 的 体积 可 以 认为 ,vol(D) = 了 (do)， 
这 里 do 是 无 穷 小 平行 六 面体 的 体积 . 把 它 射影 到 坐标 的 
超 平面 R"' (x',…,x"') 上 时 ,得 到 无 穷 小 体积 dw = 


如 .de , 它 与 do 的 关系 为 dr = -ge (参看 图 
5.7). 这 里 ,a 是 M'!' 的 法 线 mm 与 向 量 e, 的 夹 角 . 显然， 


os a = (eu 到 ) ,其 中 e,=(0,…,0,1) ;m= pr 


而 图 5.7 
F(x se, x") = 
即 
do = /1l+ 5 fi) dx ee dr, 
st 
于 是 ， 


valD)= ff + SJ) de, 


这 个 公式 与 上 面 关于 体积 一 般 的 定义 的 公式 一 致 . 事实 上 ,我 们 已 知 Mr"-! 上 诱导 
度量 为 
dy? = (1 1+) ) (dz)? 42.fydxide; 

由 此 ,g(x) =1+ 习 /3 (验证 上 D). 例如 , 若 n=3, 则 &(z) =14/2 4+/ 

练习 求 出 JoGaseacxati 平面 上 和 二 维 球面 上 半径 为 r 的 图 的 面积 . 

于 是 ,我 们 提出 了 在 歼 曼 流 形 上 关于 区 域 体积 的 一 般 公式 的 几 点 根据 

val(D) = [| Yet) de de", 
Us) 

特别 是 ,对 vol(D) ,存在 着 表达 式 

vol(D) = | Vat (wr A 人 de") (qdr ,…,a,dr") ,这 里 ,qi，,…,a, 是 

Ws 

在 己 点 切 于 坐标 线 |xi 的 速度 向 量 ,而 dt，,…,dt" 是 由 P 点 沿 着 这 些 线 的 无 穷 小 
其 位 移 ;这 些 位 移 构成 无 穷 小 平行 六 面体 可 (aid ，…,awdr"). 所 以 体积 公式 就 表 
示 为 上 面 所 指出 的 形式 . 通常 , 写 为 简略 的 形式 , .| VECsJae A… Ad" ,这 就 


Us) 
是 上 面 所 导出 的 展开 的 形式 . 
很 明显 ,这 个 积分 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选择 . 事实 上 , 若 作 变换 (*)-(7)， 
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则 
el Wa hs hy = ff eeu Ya A A 


= [| (dev )aet(2 Si dal( 吕 ja A :Ad 


Uo)) 


专 Ee /g(x)dx' MN--: Nadx". 


Uty()) 


5,3 联络 和 共 变 微分 


S,3,1 仿 射 联络 的 定义 和 性 质 


在 实际 问题 中 ,必然 要 出 现 对 张 量 场 进行 微分 . 在 这 种 情况 下 ,应 使 微分 是 张 
量 运算 ,即使 张 量变 为 张 量 . ne pd 


前 身 . 为 简单 起 见 ,我 们 取 共 变 场 ,考察 数 P。， = 87， ，, 即 考察 通常 的 


偏 导数 . 在 另 一 个 坐标 系 中 偏 导数 应 取 P= ET .i 问题 :这 组 函数 构成 


张 量 场 P 吗 ? 换 句 话说 ,在 坐标 变换 时 这 组 函数 按 张 量规 则 变换 吗 ? 我 们 来 检查 
这 个 演算 . 在 (x) 变 到 (x') 时 ,有 
i 
di Ox dr” 
-所 ae ae ia | 
gx" dx'! te: en 六 Ox'* 


Br ... 0 
ax 2 


于 是 
Per = Pai aa 二 Sun (Tozsx)， 
了 fe Ry 
| pe Oe 
PO Sui 局 不 为 0, 即 Pu 不 按 张 
量规 则 变换 。 仅 在 特殊 情况 下 , 它 才 是 张 量 , 例 如 ,在 坐标 的 线性 变换 时 ,因为 此 时 
次 
So 这 =0. 
我 们 的 目的 是 要 学 会 对 张 量 场 的 微分 在 任意 坐标 系 下 都 是 不 变 的 . 首先 ,局 限 
于 欧 氏 空间 , 除 笛 卡 儿 坐 标 外 ,考虑 所 有 可 能 的 曲线 坐标 . 我 们 要 找 的 运算 用 V 


(nabla) 表 示 , 并 作 如 下 要 求 ; 
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(1) 在 R" 的 笛 卡 儿 坐标 中 ,运算 应 可 当 与 通常 的 微分 | 二 二 致 


(2) 运算 V 应 该 是 张 量 运算 , 即 如 果 了 是 张 量 场 ,那么 V 了 也 应 该 是 张 量 场 . 
我 们 从 举例 开始 . 考察 R*" 上 的 向 量 场 7; 设 (x) 是 笛 卡 儿 坐 标 ,(*') 是 曲线 坐 


标 , 写 出 加 在 Y 上 的 要 求 (1) 和 (2), 这 时 ,在 坐标 系 (*) 中 有 (Y 了 ); = ;在 变 为 


坐标 系 (z) 时 ,应 该 有 (Y TD) -号 好 如 ( v7);. 找 出 9 的 明显 的 形式 ,我 们 有 
Ox" dr 9 ‘0x’ Ox dx' OT Ox” 
Bx! Ox dx 其 ox dx dx" Bx” Ox 
jo gx’) 
+ x Em 六) 
Ee Ox Ox 


EE 


(VT);= 


= 


1 
vr rr 训导 
(VD ep tT Ti Bx Ox Ox 


于 是 ,出 现 了 某 些 函数 te 
现在 ,我 们 考察 R" 上 的 共 变 向 量 场 7., 为 了 寻找 加 在 7, 上 的 明显 表达 式 ， 
应 该 再 来 解 方程 组 
(vn), = TD); r= 中 中 (v7), 


类 似 于 前 面 的 情况 ,我 们 得 到 ( 验证 !) 


(v7) + 


入 =( 记 全) ， (Sy 它 是 与 通常 的 微分 运算 对 共 变 场 的 偏差 


引 理 1 成 立 等 式 大生 = -六 
证 明 关于 交 微 分 明显 的 恒等式 


得 到 [5 + 产 六 =0. 引 理 证 毕 . 
于 是 ,加 在 向 量 场 和 共 变 向 量 场 上 的 运算 (在 R* 的 曲线 坐标 中 ) 有 形式 


re 


i 
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现在 ,考察 Y 对 算 子 场 的 运算 , 即 对 (1,1) 型 场 的 运算 ,我 们 有 
(VTE =2(D); 


‘de’ ox ox 0 /Ox Og) 0 od et Bx’ ow OT dx’ 
(VDIe= i Fe :( ps ol 村 光志 Fn 及 下 
ar dx az ax ax dx ax Ax dx' ax dx ax fx 

Ox Or Ox Tx ,dx or” 

”ax Ox dx: ox ox” bx ox 


ox’ Ox Ox x” Or‘ox 
= + Ti -TY 
于 是 ,我 们 得 到 了 VvV 作 用 在 7 上 的 运算 . 


定理 1 设 M"=R",(x) 是 笛 卡 儿 坐 标 ,(x') 是 曲线 坐标 . 则 在 R" 中 存在 张 量 
运算 Y, 它 对 任何 张 量 场 区 以 的 运算 由 下 面 的 公式 给 出 


9 Te 
Ba CDT) + 


= 
其 中 的 函数 厂 v 在 变换 (x) 一 (x") 时 变 为 
x” dx dx* a bE 
dx’ Ox Ox Ox” dx Orr 
证 明 逐 字 逐 句 的 重复 上 面 所 作出 的 对 向 量 场 , 共 变 向 量 场 和 算 子 场 的 计算 ， 
就 可 建立 起 Y 对 进行 运算 的 明显 表达 式 ,重复 的 次 数 正好 是 场 7 的 秩 数 ， 
写 出 此 公式 一 事 留 给 读者 作为 必须 完成 的 练习 . 我 们 来 考察 [的 变换 规则 . 有 


-or | 
Me 


Bx 0 [Ox ne) Ox op: re 

= ; oT | + 二 一 7 

Dx” x" ( 冯 xz Tw 

BM Ox” OT ox Tx" i 
= r+ 中 
Oxr 8 


Pa ”BW a 8 i 
Ye RE rd 


3 ax bx Var 
比较 所 得 结果 ,得 到 
并 0 pe 


因为 对 任意 场 7 这 应 是 恒等式 ,所 以 
r= 


Ox ox” ox” dr Fx’ 


Mor Ox Ox Ox 0x! Ox Ox 
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由 引 理 1 
Dx” Ox” Ox Ox Ox” 
DBxeax ax Ox Ox" dx gx 


定理 证 毕 . 

我 们 仅 证 明了 ,“ 张 量 的 微分 "存在 定理 对 M" = 有 R" , 即 在 “存在 " 笛 卡 儿 坐 标 时 
是 正确 的 . 这 使 我 们 能 以 显 式 计算 函数 [,. 现在 ,我 们 考察 任意 的 光滑 流 形 ,用 公 
理 的 方法 给 出 新 的 运算 V ,以 上 面 在 R" 中 定义 的 Y 的 性 质 作为 新 的 运算 的 基础 . 

定义 1 在 光滑 流 形 M" 上 ,如 果 对 每 一 个 光滑 图 册 ,在 每 一 个 图 中 都 给 出 一 
组 光滑 函数 三 .( 称 为 Christoffel 符号 ) ， 在 坐标 变换 时 , 它 按 规则 

dx Be or pi 
Tw air dar FY ox Bn Orr 

变换 , 则 说 在 M" OY 这 时 ,Y 由 下 面 公式 给 出 : 
i 


存在 这 样 的 py M" 上 可 以 引进 Y ,我 们 上 面 已 证 明了 ,M" =R" 时 是 可 以 
的 ;这 时 故 由 上 面 所 得 到 的 公式 给 出 . 函数 组 不 构成 张 量 ,这 一 点 是 重要 的 ! 
Christoffel 记号 , 仅 在 特殊 情形 下 ,例如 在 线性 的 坐标 变换 时 ,它们 按 张 量 的 规则 变 
换 . 有 时 说 Christoffel 符号 (或 V) 给 出 了 M" 上 的 仿 射 联络 . 如 果 坐 标 是 固定 的 , 那 
么 Vv 就 作为 运算 Vi 的 总 体 , 而 Y 是 关于 各 个 坐标 的 共 变 微分 . 

定义 2 在 每 个 坐标 系 中 用 等 式 (3% = - 帮 给 出 的 张 量 称 为 仿 射 联络 了 的 
挠 率 张 量 . 

引 理 2 函数 组 尺 确实 构成 张 量 . 

证 明 利用 Christoffel 符号 的 变换 规则 和 [关于 下 指标 的 交换 ,由 于 “ 非 张 
量 的 补充 项 "关于 六 和 的 对 称 性 ,我 们 得 到 公式 


(VT 六 (TE 


让 ie jn 


引 理 证 毕 . 

定义 3 若 挠 率 张 量 等 于 0, 则 联络 (或 共 变 微 分 ) " 称 为 是 对 称 的 . 

我 们 在 R" 中 引进 的 联络 是 对 称 的 (验证 !1). 在 任意 的 M" 上 ,Christoffel 符号 
已 不 像 在 R" 中 那样 ,必须 为 坐标 的 二 次 偏 导数 的 形式 . 

命题 1 共 变 微分 (联络 )v 满 足下 列 关系 ; 

(1) 运算 Y = | ,| 是 线性 的 ; 

(2) 对 任何 张 量 7 ,函数 组 Yi7 = (Y 7 人 构成 张 量 场 ; 


(3) 若 张 量 场 是 数量 场 ( 即 W" 上 的 光滑 函数 户 , 则 /= | Yv| = | 如 | = 


grad fs 
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(4) Y 对 向 量 场 了 的 运算 有 形式 
VT= + TT 
对 共 变 向 量 场 7, 的 运算 有 形式 
7 
ViT,= = 
(5) 运算 Vv 满 足 Leibniz 公式 
Vi(TH * PB)=(V70) + PB + (VP), 
其 中 7 和 P 吕 为 任意 的 张 量 场 . 
证 明 性质 (1) 一 (4) 由 Vv 的 定义 立即 可 得 . 留 下 的 就 是 要 证 明 (5). 考虑 最 简 
单 的 情形 : 张 量 场 7 和 Pls 中 有 一 个 是 数量 场 . 这 时 (5) 由 对 数量 函数 的 Leibniz 
公式 得 到 . 现在 , 设 了 和 PP 是 向 量 场 7,P ,我 人 有 
Vi(T.P) =(T “PP) +TPTS +TPT, 
a oP 
= (gr + T Ta)P +7 (Ge +P'rs) 
=( VT)P +T(VP). 


对 于 任意 场记 和 了 的 证 明 ,把 指标 ;yj 变换 成 多 重 指标 (i) ,(7) 以 后 ,类 似 地 证 明 . 
命题 证 毕 . 

定理 2 设 在 M" 上 给 出 运算 Y = | vt| ,满足 (1) 一 (5)( 参 看 命题 1). 则 对 任 
意 的 张 量 场 7 人 成 立 


vr = (TS) + 2 WT Wks fh, 
和 


即 Y 是 在 我 们 所 定义 (参看 上 面 ) 的 意义 下 的 共 变 微分 性 质 (1) 一 (5) 唯 一 地 决定 
了 运算 Y, 也 就 是 说 , 它 可 以 借助 于 性 质 (1) 一 (5) 用 公理 的 方法 引入 . 

证 明 把 Y 作 用 在 数量 函数 和 秩 为 1 的 张 量 场 上 已 依照 (1) 一 (4) 给 出 了 . 留 
下 的 是 找 出 Ye 对 任何 型 张 量 的 运算 . 

我 们 证 明 一 个 引 理 :任何 张 量 场 可 分 解 为 秩 为 1 的 场 的 乘积 的 线性 组 合 ( 带 
有 光滑 的 系数 ). 事实 上 ,任何 张 量 场 就 是 多 重 线性 映射: 

T=anie, BBe Oe Oe 

其 中 eye" 是 秩 为 1 的 场 ,并 且 oi 是 光滑 函数 . 设 | 克 | 是 张 量 e, 的 一 组 分 量 ; 相 
应 地 胡 是 ee 的 一 组 分 量 . 那么 


r3( 坟 Je-e( 志 je( 双 eof 


其 中 
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Th = oT TT Ts, Ta, 
我 们 回 到 定理 的 证 明 上 来 . 为 简单 起 见 , 我 们 考虑 秩 为 2 的 情形 (对 任意 的 场 
可 类 似 地 得 到 ); 由 Y 的 线性 性 ,就 足以 验证 公式 (5) ,对 单项 式 Tu = a(*) TP)， 


a(x) 是 光滑 函数 ,成 立 . 按照 Leibniz 公式 (5) ,有 
Vi(T) =ve(a(z)TP) =Bnp, ra -mrs) 


+an (at- Po 
= 总 (7) -TuTs -ThTs, 


这 就 是 所 要 求 的 , 定理 证 毕 . 

定义 4 设 V 是 有 上 的 仿 射 联络 ,车 对 局 部 坐标 x ,…,x", 有 T(*) =0, 则 
称 此 坐标 是 欧 氏 的 . 

这 样 的 坐标 也 可 能 不 存在 ,例如 , 若 Y 不 是 对 称 时 就 是 这 样 . 事实 上 ,在 这 样 的 
情况 下 ,4 0. 车 存在 坐标 ,在 此 坐标 中 ,T=0, 则 级 也 为 0, 而 这 时 由 于 张 量 的 
性 质 ,在 任何 坐标 系 下 它 都 恒 为 0. 

一 般 , 共 变 微分 与 黎 曼 度量 决 无 关系 . 黎 曼 度量 和 仿 射 联络 是 M" 上 不 同 的 结 
构 . 特别 ,对 仿 射 联络 的 欧 氏 坐标 以 及 对 度量 g, 的 欧 氏 坐标 ( 即 在 此 坐标 中 有 gy = 
6,) ,这 是 不 同 的 概念 . 

现在 , 设 在 M 上 给 出 了 度量 gyr 这 时 ,在 所 有 对 称 的 仿 射 联络 中 可 以 分 出 一 
个 ( 且 仅 仅 一 个 ) 联 络 ,使 此 联络 与 此 度量 “一 致 ", 并 且 完 全 由 它 确定 . 这 样 的 联络 
称 为 黎 曼 联络 , 


5.3.2 黎 曙 联络 


定义 5 ” 黎 曼 流 形 上 对 称 的 仿 射 联络 Y = | | , 若 V(&,) =0, 则 称 此 联络 与 
度量 gj 一 致 (或 称 为 朔 曼 联络 )， 

由 于 的 张 量 性 ,恒等式 | Vi(gy) =01 ,在 任何 坐标 系 中 都 成 立 . 于 是 ,关于 黎 
晕 联 络 ,在 这 样 的 意义 下 张 量 g; 是 "常量" ,就 是 说 它 的 共 变 导数 等 于 0. 特别 ,对 任 
何 张 量 场 Ti) ,有 Vi(&i7 人 8 ) 三 gy( VAT 中). 参看 Leibniz 公式 . 

定理 3 设 gy 是 M" 上 的 黎 曼 度量 , 则 存在 唯一 的 对 称 仿 射 联络 与 gy 一 致 ,并 
上 且 


Er 
证 明 假设 存在 性 已 经 证 明 , 我 们 指出 联络 的 唯一 性 . 按照 定义 ,Vi(gy) =0， 
由 此 唯一 地 导出 了 作为 gy 的 函数 时 ,就 足以 证 明 唯一 性 了 . 我 们 有 


je 
T= al 2} 
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vgy =0, 8 =BaT a +gafi. 


循环 变换 指标 ,得 到 


ogg > 
+ = tLe | (Fh) 


a 


- [=r tna ou) 
Ox 


其 中 [wy =&8aT%, 把 前 面 两 式 相 加 并 从 和 中 减 去 第 三 式 , 得 到 
2 证 如 -二 一 
(注意 :T= 三 ) 于 是 
三 二 ( 深 + -各 |. 
多 28 ( 织 + 

过 昌 , 我 们 方程 组 5 = 0 求解, 国 为 8 是非 化 的 张 量 ,所 以 存在 过 续 
8”, 由 此 "=g*Qp. 于 是 , 若 原 来 方程 组 的 解 存在 ,那么 解 就 是 唯一 的 . 为 了 证 明 
存在 性 ,借助 于 上 面 所 得 的 公式 来 定义 厂 即 可 . 重复 相反 过 程 的 计算 ,我 们 得 到 : 
Vr(gy) =0. 定理 证 毕 . 

注意 设 在 M" 上 存在 坐标 x!',…,x", 在 此 坐标 中 g; =6,. 这 样 的 坐标 系 存在 
等 价 于 存在 坐标 系 , 在 此 坐标 系 中 (&, ) 变 为 常数 矩阵 (不 依赖 于 点 ). 这 时 ,借助 于 
线性 变换 可 以 把 这 个 矩阵 (同时 ,在 这 个 邻 域 中 的 所 有 点 ) 化 为 8; 的 形式 , 于 是 ,车 
一 个 坐标 系 中 度量 张 量 的 矩阵 是 常量 矩阵 , 则 可 以 称 此 坐标 为 欧 氏 的 . 我 们 回 到 黎 
曼联 络 上 来 

命题 2 从 黎 曼 联络 与 g 一 致 的 观点 上 看 来 , 欧 氏 坐标 系 当 且 仅 当 从 g, 的 观 
点 看 来 ( 即 gy 是 局 部 常量 ) , 它 是 欧 氏 坐标 系 . 

证 明 事实 上 ,车 gs 是 局 部 常量 , 则 由 于 定理 3, T=0. 反之 ,车 帮 =0, 则 由 


于 定理 3,28=g Th + BaD% =0, 也 就 是 gy 在 这 些 坐 标 中 为 常量 . 这 就 是 所 要 求 


的 命题 证 毕 
考察 光滑 的 超 曲 面 站-' CR", 它 由 图 像 *" = 玫 (x ，… x! ) 给 出 ; 设 Pe V1 

是 任意 一 点 . 在 该 点 ,Tn,(V-!) 平 行 于 平面 R* (x ， 人 2 

关于 这 样 坐标 系 已 算出 了 形式 g, 我 人 有 :8; =6, + 太太 有 及 (Pi) 


=0, 联 络 与 gj 一 致 在 Po 的 邻 域 中 ,函数 可 能 非 0. 
黎 曼 联络 能 够 确切 地 定义 流 的 散 度 , 注意 , 散 度 (无 穷 小 体积 的 变化 ) 概念 本 
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身 假定 了 在 M" 上 度量 的 存在 ,否则 ,体积 的 概念 是 没有 定义 的 . 
于 是 , 设 了 是 带 有 黎 曼 度量 的 M 上 的 向 量 场 ,M" 上 具有 黎 曼 联络 . 我 们 假设 
div(T) = Vi7. 显然 ,div(T) 是 数量 函数 . 
命题 3 成 立 下 面 的 公式 
div(T) a 总 Cnv@)， 
这 里 ,g 是 矩阵 (8 ) 的 行列 式 . 
证 明 由 定理 3, 我 们 有 


div(T) =v.T = + Te 
Ox 


_aT Br -es 

Ox’ 3 + B® 2 
其 次 

div(T) = 8 + 了 (a 
这 是 因为 

w OEpe pres A 
axi 8 a sR 

我 们 断定 


eB 22 Cn V8). 
Ox" 


注意 ,8* 人 ,A。 是 &% 在 矩阵 (&y) 中 的 余子 式 . 由 此 得 到 只 要 验证 关系 式 ; 
age _ Bg 
2 Ayanr® ze 


即 可 
行列 式 g 是 ”次 齐 次 单项 式 的 和 . 取出 g 的 和 式 中 包含 gs 的 所 有 的 项 . 这 时 & 
…+gwRo +…; 其 中 R, 是 次 数 为 n -1 的 多 项 式 ,它们 已 不 包含 gw, 这 时 ,Ru = 


A ,下 A。 中 ,而 这 个 和 式 的 其 他 被 加 项 中 , 即 


在 4 =8 8As 中 没有 函数 gy. 于 是 ,站 = 吕 2A。, 这 就 是 所 要 求 的 . 命题 证 
毕 , 
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5.4 平行 移动 ” 测 地 线 


5.4.1 预先 的 观察 


考察 光滑 流 形 (不 必须 是 黎 曼 流 形 ). 在 许多 问题 中 都 要 求 比较 附 在 不 同 点 上 
的 向 量 . 在 任意 的 M" 的 情况 下 ,因为 7.(M") 和 7,(M") 是 不 同 的 ,这 个 比较 的 问 
题 是 复杂 的 . 在 M" =R" 情况 下 ,利用 平行 移动 来 比较 位 于 不 同 点 的 向 量 . 形式 上 
可 以 这 样 定义 :考察 一 对 点 P 和 Q, 并 设 a 是 点 P 的 向 量 ;我 们 考虑 光滑 曲线 
?y(9,yY(0) =P,y(1) =Q; 把 a 沿 着 y(1) 平 行 移动 ,使 得 向 量 的 起 点 在 y(t) 上 滑 
动 . 结果 得 到 沿 y 的 向 量 场 a(1) , 它 的 分 量 为 常量 ,等 于 a 在 开始 时 刻 分 量 . 场 
4(1) 的 分 量 关于 : 的 导数 等 于 0. 在 点 0 的 得 到 的 向 量 a(1) 与 曲线 y 的 选择 无 关 ， 
在 这 个 意义 下 ,R" 中 的 平行 移动 与 道路 无 关 . 

在 转移 到 任意 的 M" 上 时 ,这 个 简单 的 方式 就 不 适用 了 . 因为 ,在 一 般 情况 下 ， 
M" 不 能 用 一 个 图 来 覆盖 它 , 即 不 能 对 所 有 的 点 引进 一 个 共用 的 坐标 系 . 首先 我 们 
假设 ,MP 光滑 地 嵌入 R 中 ,并 设 P,0 是 MM 上 一 对 邻近 的 点 . 设 ae7,( 人 ),y 是 
曲面 上 从 P 到 8 的 曲线 . 在 M: 上 的 平行 移动 可 建议 为 这 样 :把 a 看 作为 R 中 的 
向 量 . 并 按 R? 的 观点 沿 y 实行 平移 ;这 样 得 到 @ 点 的 某 个 向 量 5, 但 5 已 不 必须 在 
To( 了 2) 上 了 .把 5b 投影 在 To(M?) 上 ,并 称 投影 mb 为 由 P 点 的 向 量 a 沿 着 y 平 行 
移动 到 0 的 结果 (参看 图 5. 8). 这 个 结果 与 道路 无 关 . 但 这 个 做 法 的 正确 性 仅 在 点 
P 的 小 邻 域 中 . 如 果 我 们 希望 把 a 移动 * 远 的 距离 ”, 那 么 ,就 有 可 能 所 得 的 向 量 mb 
是 零 向 量 . 例如 ,此 事 发 生 在 5 上 (参看 图 5. 9), 如 果 进 行 在 子午 线 的 一 半 上 ， 平 
行 移动 "给 出 的 结果 是 零 向 量 , 此 结果 应 抛弃 . 其 实 可 以 更 细致 地 进行 : 沿 y 移动 
无 穷 小 的 一 步 ;并 在 每 一 步 后 施行 所 得 到 的 向 量 在 7 (路) 上 垂直 射影 . 原来 , 它 
确实 给 出 了 在 M CR 上 的 “平行 移动 ”. 我 们 将 不 详细 地 研究 这 个 过 程 . 
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读者 注意 ,在 定义 平行 移动 时 ,我 们 不 得 不 确定 曲线 ,必须 沿 着 此 曲线 实行 平 
移 . 平移 的 结果 与 道路 有 关 还 是 无 关 ? 在 一 般 形式 的 流 形 上 ,预先 是 不 明确 的 . 可 
能 是 有 关 的 . 例如 : 沿 着 Msbius 带 的 中 心 轴 平行 移动 ( 参看 图 5. 10). 在 此 情况 下 ， 
平移 的 结果 与 道路 有 关 是 M 的 不 定向 性 的 结果 ,但 是 ,在 定向 的 流 形 上 ,一 般 地 
说 ,平行 移动 将 依赖 于 道路 . 


‘ZE 
Cc 


5.4.2 平行 移动 的 方程 1 


我 们 以 微分 运算 Y 作 为 M" 上 平行 移动 概念 的 基础 . 设 P,Q@ 是 M" 上 的 两 点 ， 1 
用 光滑 的 (或 逐 段 光滑 的 ) 轨 线 y(1) 连接 着 , 且 y(0) =P,y(1) =0, 设 是 沿 y(1) { 
的 速度 场 . 这 个 场 的 分 量 用 |#*| ,1 <k<n 表示 . 设 在 MM 上 给 出 仿 射 联络 V = 3 
| V1. 用 公式 来 定义 张 量 场 7 = 17 介 | 沿 着 向 量 场 7 的 共 变 导数 : V; ( 7) = 人 
1 Y77 亿 上 我 们 约定 :V; = 从 Ye 称 此 运算 为 沿 着 曲线 的 共 变 微分 . 

定义 1 设 7T=|7T| 是 沿 曲 线 的 光滑 向 量 场 . 车 V;(T) =0, 则 称 此 场 沿 着 
Y(t) 关 于 联络 是 平行 的 向 量 场 . 

换 句 话说 , 场 下 沿 着 y(1) 是 平行 的 " ,有 共 变 常数 分 量 . 这 与 欧 氏 的 情形 相 类 


似 ,因为 对 Mr" = Re 的 一 般 的 平行 的 定义 变 为 | y=- 名 | , 即 为 通常 的 平行 移动 
我 们 用 从 标 写 出 场 了 的 平行 条 件 :有 
VCT)= 共 Vi =0;6 2 宪 (， 
2 
定义 2 称 方程 + 做 吉 =0 为 沿线 y() 平 行 移动 的 方程 


7 改变 后 ,平行 移动 的 方程 也 要 改变 . 
设 y(0) 是 由 己 到 @ 的 光滑 曲线 ,并 设 a=|]ai| eT,(M') 是 点 的 向 量 . 我 们 
的 目的 是 在 @ 点 作出 新 的 向 量 be To(M") ,使 5 很 自然 地 可 命名 为 “与 向 量 a 平 


. 
7 = 和 rr =0. 


”i i = 
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行 的 向 量 ", 考察 沿 y 的 平行 移动 的 方程 在 此 方程 中 , 函数 已 和 宪 (时 是 已 知 的 ; 


我 们 寻求 函数 1 三 (6 一 一 平行 场 T(t) 的 分 量 . 同时 在 初始 时 刻 满足 条 件 7(0) 
=a'. 如 常 微分 方程 的 教程 中 所 知 ， 方程 组 红 人 TT =0 的 解 存在 .唯一 并 且 可 
延 拓 到 Q. 

定义 3 在 @ 点 出 现 的 向 量 5=T(1) e To(M), 称 为 沿 曲线 y(+) ,平行 于 a 
s7p(M") 的 向 量 , 

显然 ,一 般 地 说 ,5 依赖 于 y. 车 M" =R ,并 取 欧 氏 联 络 [三 0 作为 Y, 则 是 在 
通常 意义 下 的 5 平行 于 


我 们 考察 在 黎 盈 流 形 M" 上 在 黎 曼 联络 Y 中 平行 移动 的 性 质 . 
定理 1 设 a,be7T,(M") ,y(t) 是 从 P 到 0 的 光滑 曲线 . 考察 a 和 5 沿 y(1) 
的 平行 移动 . 那么 它 保持 向 量 的 数量 积 , 即 车 a(t) 和 4&4(1) 是 沿 着 y(1) 的 平行 场 ， 


a(0) =a,8(0) =5, 则 各 (a(t) ,5(1)) =0, 这 里 (,) 是 由 gy 产生 的 在 7 (W") 中 


的 数量 积 ， 

证 明 我 们 把 a 和 b 包含 在 平行 场 T=a(t) ,R=b(t) 之 中 ,T(0) =a,R(0) 
=b. 考察 范 数 A(t) =《T, 及 ) = (gyTR) (4) , 即 沿 着 y(?) 的 数量 积 . 进行 微分 ， 
得 到 


UD yf) st Vg TR) =EejvVi(TR) 


=gyR(€: ViT') +gT'(€: VIR')=0 

这 是 因为 V,(7T) = V;(R) =0. 定理 证 毕 . 

反之 也 对 :如 果 在 柳 曼 流 形 M" 上 给 出 对 称 的 仿 射 联络 ,在 M" 上 沿 任何 曲线 
平行 移动 都 保持 数量 积 ,那么 这 个 联络 是 黎 受 联络 . 事实 
上 ,可 从 定理 1 的 证 明 着 手 ,我 们 得 到 :ETR( Vigy) =0， 
即 Vigs =0 

虽然 我 们 实现 了 沿 光滑 曲线 的 平移 ,但 也 容易 定义 沿 
逐 段 光滑 曲线 的 平移 . 设 在 y(1) 上 有 孤立 的 折断 点 (图 
5.11), 沿 着 y( 妇 平移 向 量 e, 来 到 4, 并 得 到 在 4 点 平行 图 5.11 
于 向 量 a 的 上 我 们 把 b 当 作 新 的 平行 场 的 初始 向 量 ,再 沿 着 4B 并 重复 平移 的 
过 程 . 
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5.4.3 测 地 线 


定义 4 设 M" 配置 了 仿 射 联络 (不 假设 度量 的 存在 ). 光滑 曲线 y(t) ,如 果 
Vy(7) =0, 那 么 称 y(t) 在 给 定 的 联络 V 下 的 测 地 线 ,这 里 y 是 轨 线 y(1) 的 速度 向 
量 场 . 

换 句 话说 , 测 地 线 是 这 样 的 轨 线 , 沿 着 它 速 度 场 是 平行 的 , 即 速度 向 量 平行 移 
动 时 仍然 是 速度 向 量 . 我 们 来 导出 测 地 线 的 方程. 

我 们 有 : 

0=Vy(7)， 


为 天虹 所 
因为 ”= 二， 所 以 


于 rrr -0 或 旺 + 记 至 坚 -0 
我 们 得 到 了 测 地 线 方程 . 它 的 解 是 一 组 函数 (1) ,…,x"(t) ,给 出 了 测 地 线 
y(t) ,这 个 方程 组 是 个 方程 的 二 阶 常 微分 方程 组 . 它 的 解 由 初始 给 定 的 x'(0) = 


户 , 雪 (中 aae 7,(M") 唯 一 确定 总 共 是 2n 个 常数 : 个 常数 确定 点 ;另外 


个 常数 确定 在 这 点 的 速度 向 量 . 这 可 由 常 微分 方程 理论 立即 得 到 . 

命题 1 设 PeM",ae7,(M"), 则 存在 唯一 的 测 地 线 y(1), 使 y(0) =P， 
7(0) =a. 

推论 在 某 一 点 互相 切 触 的 两 条 测 地 线 互相 重合 . 

我 们 考察 黎 曼 流 形 M" 和 黎 曼联 络 V. 设 y 是 测 地 线 ,7 是 速度 场 ,7 是 沿 7 的 
平行 向 量 场 . 则 在 每 一 点 y(1) ,可 以 确定 数 cosa(1) = (T,7)ZITI 1y1, 这 里 a(1) 
是 向 量 了 7 和 7 之 间 的 角 . 

引 理 1 在 向 量 了 沿 测 地 线 Y 平行 移动 时 , 角 ce 保持 不 变 . 即 a(1) = 常数 . 

证 明 ”由 定理 1, 向 量 的 数量 积 和 长 度 保持 不 变 . 引 理 证 毕 . 

在 二 维 的 情况 下 ,保持 角度 唯一 地 给 出 沿 测 地 线 的 平行 移动 . 设 y 是 测 地 线 ， 
并 且 ae7Ts( 了 中)( 图 5.12) ;这 时 ,平行 场 T(1) ,a =T(0) 有 同样 的 长 ,并 且 T(1) 与 
向 量 y(4) 构 成 同一 个 角 a, 等 于 a 和 yY(0) 构 成 的 角 . 现在 ,可 以 定义 沿 任意 的 逐 段 
光滑 曲线 y 的 平行 移动 . 用 小 测 地 线段 组 成 的 测 地 折线 来 通 近 y, 然 后 , 沿 每 一 测 
地 线段 ,利用 角 的 不 变性 质 来 实现 平移 ,再 后 , 取 测 地 线段 长 度 趋向 于 0 时 的 极限 . 
在 沿 着 不 是 测 地 线 的 轨 线 平行 移动 时 ,移动 的 向 量 与 轨 线 的 速度 向 量 所 构成 的 角 ， 
一 般 地 说 ,是 变化 的 . 现在 考察 例子 . 
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(1) 如 果 P=R? ,那么 沿 曲线 的 平行 移动 与 通常 的 平移 一 致 :平行 场 关 于 笛 
卡 儿 坐标 有 不 变 的 分 量 . 

(2) 设 只 是 Rs: 中 的 直 圆锥 , 顶 角 等 于 9( 参 看 图 5.13)“ 挖 掉 " 它 的 顶点 . 设 
y(1) 是 垂直 于 轴 的 平面 与 锥 面 的 截 线 ; 设 OP =r,a e Tz(M ) 向 着 锥 的 顶点 . 使 此 
向 量 沿 着 y(t) 平行 移动 ;并 返回 P 点 . 向 量 转动 了 怎样 的 角 ? 我 们 利用 与 在 锥 面 
上 诱导 度量 一 致 的 联络 . 因为 这 个 度量 是 欧 氏 的 ,所 以 锥 面 沿 着 它 的 母线 剪 开 时 可 
以 展 为 平面. 找 出 在 R* 上 a 沿 着 圆周 (参看 图 5. 14 ) 平行 移动 时 所 转 的 角 就 够 了 


容易 算出 转角 9 等 于 2r{ 1 -sin 允 ). 我 们 从 平行 移动 的 观点 来 指出 Christoffel 符 


号 (系数 ) 的 几何 意义 . 求 出 Vs。( 8s) ,这 里 9。 和 as 是 M" 上 在 坐标 x ",…,x" 下 的 坐 
标 向 量 场 . 张 量 Yi。( es) 仍 是 向 量 场 . 


图 5.12 图 5.13 图 5.14 


引 理 2 存在 恒等式 V，,( 66) = Fat- 
证 明 我们 有 


[YC00)] sa Yt), 


其 中 
0.= 1a =60) ;0s = 17 =68); 


a vA = ) 0 


Ox B 9 
即 
Va Op) BTRdk 
引 理 证 毕 . 
这 个 结论 可 以 这 样 理解 :在 9。 方向 上 将 96 作 无 穷 小 平移 ; 同时 ,9s 好 像 “ 转 
动 " ,并 且 它 按 ,…,0, 分 解 的 系数 正好 等 于 Te 
(3) 设 M =R" ,建立 笛 卡 儿 坐 标 x ,…,x"; 这 时 五 ; 三 0. 测 地 线 方程 为 
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上 -0， 即 x" =a®t +b". 
于 是 测 地 线 是 直线 ,并 且 只 有 直线 才 是 测 地 线 . 
(4) 设 MP =S ,具有 标准 的 度量 在 球面 坐标 中 ， 


ds* =dg: + sin’Qdgp’*. 
我 们 求 测 地 线 . 直接 计算 有 (验证 0) :7 = - 二 sin 29; 7 = cot 8; 对 其 他 的 指标 
Ce 其 中 x' =0,x* Rg gn =1,gw =& =0,g8n =sinb 由 此 , 测 地 线 
方程 为 9 ein 26(2) =0 + cot g 曙 弛 -0. 其 中 有 一 个 解 为 形式 :p = 党 


数 ,9=t ye 9=t( 弧 长 ) 的 曲线 . 

命题 2 设 5 具有 标准 的 度量 . 那么 , 球 的 所 有 (过 球 心 ) 平 面 截 线 ( 赤 
道 ) ,是 黎 曼联 络 的 测 地 线 ,并 且 只 有 球 的 平面 (过 球 心 ) 截 线 才 是 黎 曼 联络 的 
测 地 线 . 

证 明 首先 证 明 5* 的 任何 过 球 心 的 平面 截 线 都 是 测 地 线 ( 关 于 自然 的 参 1 
数 ). 对 子午 线 yo, 这 个 事实 已 在 上 面 证 明 . 我 们 考察 任意 的 “赤道 ”y. 显然 存在 旋 
转 ,使 y 转 到 yo 的 位 置 : 

引 理 3 设 .Mr 一 W" 是 黎 曼 流 形 M" 的 等 长 ;y 是 黎 曼 联络 的 测 地 线 ; 那 么 在 
等 长 /下 ,y 的 像 也 是 测 地 线 . 

证 明 等 长 保持 黎 晕 联络 不 变 , 所 以 也 保持 测 地 线 方程 , 即 f 把 方程 组 的 解 仍 
变 成 方程 组 的 解 ,这 就 是 所 要 求 的 . 引 理 证 毕 . 

回 到 命题 2 的 证 明 上 来 ,我 们 得 到 y 是 测 地 线 , 反 之 : 

设 y 是 上 的 测 地 线 . 考察 y 上 任意 点 上 的 速度 向 量 y, 并 
过 此 点 在 向 量 的 方向 上 作 一 赤道 (过 $ 上 任何 一 点 ,在 任 
何方 向 上 可 作 一 个 且 仅 可 作 一 个 赤道 ) (参看 图 5. 15). 因 
为 y 和 赤道 是 同一 个 方程 组 的 解 ,并 且 这 两 个 解 相 切 触 ,所 
以 它们 重合 . 命题 证 毕 . 

(5) 设 加 = 是 建立 了 标准 度量 di = dr + sh*xdg” 图 5.15 
的 To6aseackrt 平面 . 考察 具有 度量 (1 -rr) (dr?+ 
dp?) 的 Poincaré 模型 , 求 测 地 线 . 

命题 3 Poincare 模型 中 Jlo6asescknii 平面 的 测 地 线 是 所 有 的 与 绝对 形 交 于 
直角 的 圆 弧 (特别 ,所 有 的 直径 ) ,并 且 仅 有 这 些 是 它 的 测 地 线 . 

求 出 测 地 线 方程 . 因为 L, 的 度量 是 5* 的 度量 中 的 三 角 函 数 由 双 曲 函数 所 


代替 而 得 ,所 以 ,了 = -二 sh(2K) ;= cthy; 对 其 他 的 指标 (i,j,h) 有 =0; 


Eu EF a 
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a 
其 中 心 =x,**=p. 由 此 得 经 -十 sh(2Y) ， (和 -0.98+ol .各 灾 =0. 其 


中 一 个 解 为 :p = cost,X =1, 它 是 平面 上 过 0 点 的 直线 . 因为 (k,p) 同时 也 可 “ 取 
作 ” 双 曲面 右 叶 ( 虚 半 径 的 伪 球面) 的 坐标 ,所 以 在 球 极 射影 时 ,具有 方程 p=9pox 
= 的“ 直线" 变 为 单位 圆 的 一 条 直径 . 从 而 证 明了 Poincaré 模型 上 一 条 直径 yo 是 
测 地 线 . 

我 们 证 明 垂直 于 绝对 形 任何 圆 弧 是 测 地 线 . 利用 引 理 3, 应 该 证 明 上 面 所 指出 
的 任何 圆周 经 等 长 变换 可 以 变 为 yo 为 此 ,我们 转 到 具有 度量 六 (de +dy) 的 上 半 


平面 上 的 模型 上 来. 注意 到 存在 线性 分 式 变换 (等 长 ) ，, 它 把 单位 圆 变 为 上 半 平 面 ， 
同时 , 圆 的 边界 变 为 实 轴 ,直径 y。 变 为 垂直 于 实 轴 的 直线 (图 5. 16). 可 以 认为 上 


0=/{8) f(D) NO 


图 5. 16 


半 平面 上 的 轴 0Y 是 测 地 线 ,因为 它 是 直径 y。 在 等 长 变换 下 的 像 . 于 是 任何 垂直 
于 实 轴 的 直线 是 测 地 线 ,因为 位 移 :-,z + a,a eR 是 等 长 由 此 得 到 ,任何 与 OX 轴 
相交 于 直角 的 任何 加 弧 是 测 地 线 ,因为 用 线性 分 式 变换 可 以 把 它 变 为 轴 OY: 先 作 


位 移 :z+a,ae RR, 然后 再 作 变 换 ,de 和 


是 证 明了 所 有 垂直 于 实 轴 的 直线 以 及 所 有 与 轴 OX 交 
于 直角 的 图 弧 是 测 地 线 . 现在 , 设 y 是 任意 的 测 地 线 . 
应 该 证 明 它 与 所 描述 的 测 地 线 重合 . 在 y 上 取 点 P, 并 
考察 向 量 y. 过 己 点 作 圆 弧 , 使 它 与 绝对 形 交 于 直角 ， 
并 且 有 同一 个 速度 向 量 (参看 图 5. 17). 像 我 们 已 经 图 5.17 
知道 的 一 样 ,y 与 这 个 弧 重合 . 命题 证 毕 . 

作为 应 用 ,我 们 考察 向 量 在 lo6awescxknit 平面 上 沿 平行 于 0X 轴 的 直线 是 
如 何平 行 移动 的 . 这 个 直线 不 是 测 地 线 . 我 们 用 测 地 折线 来 逼近 y( 参看 图 
5. 18).a 的 平行 移动 的 定性 图 在 图 5. 19 中 表明 ,移动 的 向 量 绕 自 己 的 始点 
旋转 . 
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x 2 

Pp 

0 - 
图 5.19 


注意 Jlo6agesckmt 平面 上 的 测 地 线 可 以 用 对 测 地 线 方程 积分 而 求 得 . 在 上 


半 平 面 进行 是 方便 的 . Christoffel 符号 (验算 1) :rr = = -二 = 二 ;其 他 
的 等 于 0. 测 地 线 方程 为 =22 ,= 二 二. 由 此 得 

C5 工 |, 

0044; 

=+7 = 1%) = -1; 

y= -tC -+Ce+2， 
(x-C) + =C +D. 

若 *=0, 则 它 给 出 直线 ,此 直线 垂直 于 实 轴 . 若 + 关 0, 则 得 到 的 是 图 ,此 圆 与 绝对 形 
正 交 


指出 在 5 上 实行 向 量 e 沿 8 的 平面 (不 过 中 心 ) 截 线 平 /7 


行 移动 (参看 图 5. 20). 
(6) 设 由 =7T 是 二 维 的 环 ,具有 局 部 欧 氏 度量 ,在 圆周 


S (9) 和 3S (Wy) 上 的 角 为 p 和 ;它们 是 环 上 的 坐标 ,在 此 坐 
标 下 ,度量 采取 形式 dp? + dy*. 在 7 按 公 式 f(p,%) 一 (e”， 


ey) eC’ 央 人 R=C* 时 ,上 面 的 度量 表示 从 R* 中 诱导 的 欧 。 。 图 520 
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氏 度 量 . 因为 ds(R*) =dzdz + dwdii, 所 以 ds*(T) =dp2+d 

由 于 在 欧 氏 度量 中 7 =0, 因 此 在 环 上 的 测 地 线 是 在 作 商 空间 h:R* (gp,yw) 一 
Tg),h( py) = (py)mod2n,T T=R /ZOZ(ES 看 图 5.21) 时 ,平面 R' (9, 
少 ) 上 直线 的 像 (图 5.21). 在 环 上 再 没有 其 他 的 测 地 线 了 . 测 地 线 分 为 两 类 :封闭 
的 和 非 封闭 的 . 环 上 的 测 地 线 用 画 出 格子 (Z@Z = (2mm,2mm) ,m,n eZ) 的 
R*(p,w) 上 的 直线 来 描述 是 方便 的 . 考察 过 0 点 的 直线 东 . 显然 ,在 环 上 通过 相对 
应 的 测 地 线 是 封闭 的 充 要 条 件 是 对 应 它 的 直线 像 交 于 任何 的 “ 整 "点 (2mrm,2mm). 
否则 , 测 地 线 是 非 封 闭 的 ( 同 胚 于 直线 ) 充 要 条 件 是 相应 的 直线 除 点 (0,0) 外 不 包 
含 “ 整 "点 . 我 们 用 直线 与 OX 轴 交 角 的 正切 来 表达 : 当 且 仅 当 tana( 参 看 图 5. 22) 
是 有 理 数 时 为 封闭 的 测 地 线 ( 同 胚 于 圆 ) ;于 是 , 若 tana 是 无 理 数 时 为 非 封 闭 的 测 
地 线 . 在 图 5. 22 中 表示 的 直线 , 它 通过 点 (2m ,3,2r .2); 作 商 空间 后 ,在 正方 形 
0<p<27;0<wy<2" 中 得 到 一 直线 段 (参看 图 5. 23). 图 5. 23 表示 了 在 环 上 相对 
应 的 测 地 线 (圆周 ). 车 正切 是 无 理 数 , 则 测 地 线 为 环 上 "无 尽 的 线圈 ”, 即 它 的 闭 包 
是 整个 环 . 


图 5.22 图 5.23 


我 们 叙述 测 地 线 一 些 应 用 . 

定理 2 设 只 是 下 列 三 个 流 形 之 一 :(a) 平面 R?;(b) 5?;(e) Jlo6adeBckuit 
平面 ;它们 都 配置 了 标准 度量 . 设 6 = lso(MW ) 是 JW 上 的 所 有 等 长 的 群 , 则 每 一 
个 变换 ge G 都 由 三 个 连续 的 参数 决定 , 即 dimG =3. 

6 为 完全 的 等 长 群 , 即 保持 度量 的 微分 同 胚 的 群 . 群 C= soe( M") 对 任何 光滑 的 
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黎 曼 流 形 定义 ; 它 是 拓扑 空间 :如 果 两 个 变换 g, ,g; ,作为 M" 的 微分 同 胚 是 邻近 的 ， 
即 对 所 有 的 点 *eM',g,(*) 和 g(x) 是 邻近 的 点 , 则 认为 两 个 变换 g, ,gi 是 邻近 的 . 
定理 2 可 从 一 般 的 论断 中 得 到 ,我 们 证 明 此 论断 的 特殊 情形 . 


设 加" 是 汉 至 光 清 连通 的 柳 曙 闭 注 形 ,C= o(jf") ;那么 ,dimC < 全 +, 即 
每 一 个 变换 6 G 都 由 不 多 于 (+ 个 连续 大 数 决定 , 


我 们 仅 对 所 指 的 三 种 流 形 证 明 此 定理 , 虽然 大 多 数 的 论证 对 任意 的 流 形 是 正 
确 的 . 
证 明 设 加 eM", 有 (x。) CC 是 保持 x 不 变 的 等 长 的 集合 . 显然 ,H(zo) 是 于 
群 , 称 为 点 % 的 安定 子 群 设 he H(zo), 因为 h(xo) =xo, 所 以 dh(z0) :TMM") 一 
T,《M"), 假 设 入 (有) =dh(xo) , 作 映 射 A: 有 (xo) 一 GL(n; 民 ), 因为 产 是 微分 同 胚 ， 
显然 dhe GL(n;R). 其 次 ,A 把 H(xo) 映 入 子 群 0(n) C6L(n,R) 中 .事实 上 ,可 以 
认为 在 * 的 邻 域 中 选取 坐标 使 &i (各 ) =6y; 这 时 gi(*%) 在 T,(M") 中 定义 了 欧 氏 
度量 , 因为 天 是 等 长 ,所 以 几 ( 部 ) 在 Tu(Mf) 中 保持 欧 氏 数量 积 :还 有 :;A 是 有 (xo) 
到 0(n) 的 同 态 .事实 上 ,A(h 吃 ) =d(h 员 ) (ma) =ah( 知 ) dha(xo), 不 仅 如 
此 ,4 还 是 单 射 ,事实 上 ,我 们 假定 凡 =E( 便 等 ); 立 即 可 证 h(x) =x,x eM", 利用 
4 = 及 一 一 流 形 5*,R* ,I 中 之 一 . 其 中 每 一 个 流 形 上 任意 一 对 点 可 用 测 地 线 连 
接 . 在 平面 上 和 球面 上 结论 是 显然 的 , 若 人 2 = 已 ,那么 考察 上 半 平 面 ; 则 可 如 图 
5. 24 所 指出 的 方法 作出 所 求 的 测 地 线 . 

于 是 , 设 矶 (m) = 有 ;我 们 把 任意 点 *e M" 用 测 
地 线 y(1) 与 连接 起 来 , 设 7(0) 是 y(0) 在 各 的 速 
度 向 量 , 因为 是 等 长 ,所 以 y 在 h 下 的 像 也 是 测 地 
线 ,而 因为 册 (x6) = 巨 ,所 以 测 地 线 y=h(y) 在 zo。 ?1 
有 与 y 相同 的 速度 向 量 . 两 个 相 切 触 的 测 地 线 是 重合 
的 . 因 y 可 以 用 自然 参数 ,所 以 y 上 的 每 一 点 的 参数 
在 h 下 都 不 变 ,因此 在 y 上 保持 前 面 所 指 的 到 x。 
的 距离 , 即 h(x) =x, 这 就 是 所 要 求 的 , 于 是 刀 (a ) 是 O() 的 闭 子 群 .87(x) 是 闭 
的 ,这 是 由 于 保持 不 变 的 等 长 的 极限 是 等 长 , 它 本 身 也 保持 己 不 变 .于 是 ,对 及 
= SR , 户 ,我 们 有 dimB(m) <dim0(2) =1. 对 一 般 的 M", 可 以 证 明 dimH(xo) < 
dimO(n) , 即 dimH(%o) n(n 一 1)/2. 现在 考察 群 G. 

命题 4 任何 等 长 ge 6G, 决定 于 点 的 像 5( 癌 ) ,和 微分 dg(x0):T(M') 一 
Pat): 

事实 上 ,我 们 考察 对 应 :g 一 (g(w);dg (mw)), 并 设 (g1 (sa)sdgi (x0)) = 
(g(x0) ;dg; (20))- 由 此 得 到 名 (xo) =g,(xo) ,dei (0) =dg;(%%，); 这 时 我 们 考虑 
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g(x) = (BT ) (xz). 显然 ,geH(xo). 其 次 ,有 
dg(x0) =((dg1) odg,)) (x0) = 已 

由 此 ,在 M" 上 g=, 即 g(x) =g,(x). 因为 g(xo) 决 定 于 n 个 参数 ,而 dg(xo) 
由 不 大 于 n(n -1)72 个 参数 给 出 ,所 以 g 可 以 由 不 大 于 =n(n +1)/2 个 参数 给 
出 . 对 Wi = 早 ,R? ,六 ,我 们 有 :dimC<3. 另 一 方面 ,如 在 第 四 章 中 所 证 明 的 , 群 Iso 
(R*) ,lso( 5*) ,jso( 瑟 ) 中 每 一 个 群 都 包含 由 三 个 参数 给 出 的 子 群 . 因为 这 些 子 群 
既 开 又 闲 ,所 以 对 只 =57,R? ,LZ ,我 们 有 dim Iso( 用 ) =3. 定理 证 毕 . 

推论 设 Iso(M)o 是 Jso(M") 的 单位 连通 分 支 ;那么 ,对 1 =5?,R*, 
lso( Mi )o 与 第 四 章 中 所 作出 的 那些 三 维 群 重合 ; 即 Is0(57)。= SO0(3) ;Iso( 户 ) = 
SL(2; 及 )/Z: ;lso( R*)。 与 保持 平面 定向 的 平面 上 所 有 线性 等 长 的 群 重合 . 

我 们 叙述 下 面 的 引 理 ,不 给 予 证 明 . 

引 理 4 对 黎 总 流 形 M 上 每 一 点 巴 ,存在 邻 域 U 和 数 a>0, 使 得 (a)U 中 任 
何 两 点 有 且 仅 有 一 条 长 度 小 于 e 的 测 地 线 联 结 它们 ;() 这 个 测 地 线 光滑 地 依赖 
于 它 的 端点 ,并 全 部 属于 这 个 邻 域 . 

由 此 即 可 推出 下 面 的 事实 . 

定理 3 ”任何 二 维 光 滑 紧 致 连通 闭 流 形 可 三 角 剖 分 , 

证 明 在 有 上 配置 歼 旬 度量 (例如 ,把 中 抱 人 到 欧 氏 空间 ), 因为 MM? 是 紧 
致 的 和 闭 的 ,所 以 用 有 限 个 小 圆 盘 覆盖 它 . 由 于 引 理 4, 可 以 认为 每 个 小 圆 盘 中 任 
何 一 对 点 可 以 用 长 度 不 超过 s 的 唯一 的 测 地 线 连接 . 在 JP 上 取 足 够 密 的 点 网 
1Pi| ,使 可 能 用 测 地 线 连接 的 点 落 人 任何 一 个 覆盖 的 圆 盘 中 ,并 且 测 地 线 分 每 个 
图 盘 为 三 角形 ,这 些 三 角形 满足 三 角 剖 分 的 要 求 . 定理 证 毕 . 
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5.5.1 预先 的 观察 


考察 M"( 不 必须 是 黎 曼 流 形 ) ,具有 对 称 的 仿 射 联络 V. 已 经 知道 ,联络 确定 了 
平行 移动 ,如 何 计算 联络 与 欧 氏 空间 的 偏差 ? 如 何 得 知 是 否 存在 局 部 欧 氏 的 坐标 ? 
换 句 话说 ,如 何 评价 流 形 的 “ 扭 焉 "? 如 果 联 络 允许 欧 氏 坐标 ,那么 在 此 坐标 下 可 
用 通常 的 方法 进行 张 量 的 微分 ,因为 共 变 微分 与 通常 的 偏 导数 一 致 . 从 分 析 中 知 
道 , 偏 导数 的 重要 性 质 是 可 交换 的 . 因此 ,在 欧 氏 坐标 中 , Yi Vi = V, V， =0. 如 果 
M" 是 任意 的 流 形 ,那么 这 个 微分 算 子 ,一 般 说 ,不 为 0. 也 就 是 说 , 它 很 好 地 测量 了 
流 形 的 “ 扭 于”. 


5.5.2 曲率 张 量 的 坐标 定义 
在 M" 上 考察 局 部 坐标 x ,…,z, 和 算 子 Ye Vi 一 Vi Vi, 并 把 它 作用 于 场 了 = 
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I 下 | .联络 V 是 对 称 的 ,所 以 
Vi = 中 + PIs 


让 


vi vi(T) rs +T E+ (TT vA TT, 


沁 ， 5 
1 dF + TTT DTY TT rh 


jx 
= 
EE 
(ViVi- Vv VIT= 7 总 已- 总 局] -( 必 -下 
kVi-ViVe Mx Cif pe 


+ 必用， 
因为 改 = 记 所 以 
(Ve Vi VV)T = TR ys 
其 中 
-有 


引 理 1 函数 组 R,.s 构 成 4 阶 张 量 ( 秩 为 4 的 张 量 ). 

证 明 因为 Y = | Vi| 是 张 量 运 算 , 引 理 1 显然 成 立 . 引 理 证 毕 . 

定义 1 称 张 量 Ru 为 给 定 联络 Y 的 黎 曼 曲率 张 量 . 

如 果 M" =R" ,那么 这 个 张 量 显然 等 于 0. 注意 ,如 果 在 某 个 坐标 中 T=0, 则 
此 坐标 对 给 定 的 联络 是 欧 氏 的 . 由 此 得 到 

引 理 2 设 M" 配置 了 对 称 仿 射 联络 . 如 果 这 个 联络 的 黎 曼 曲率 张 量 不 为 0 
(在 某 一 个 坐标 系 中 ) ,那么 在 M" 中 不 能 引进 局 部 欧 氏 坐 标 . 

假如 这 样 的 坐标 找到 了 ,那么 在 此 坐标 中 就 取消 了 及, 因此 曲率 张 量 也 化 
为 0. 


5.5.3 曲率 张 量 的 不 变 的 定义 


设 于 ,7,Z 是 M" 上 任意 的 光滑 向 量 场 (M" 具有 对 称 的 仿 射 联络 ). 我 们 作出 
“曲率 算 子 "R, 它 使 三 个 向 量 ,了 ,2 与 新 的 向 量 场 相对 应 , 把 场 解释 为 线性 微分 
算 子 是 方便 的 ;这 种 情况 将 表明 :我们 简单 地 把 北 写 为 天 

定义 2 假设 R(X,Y)(2Z) =Vx Vy(2) -Vy Vx(Z) ~ Vixy(2): 于 是 R 把 
7T, x7T. x7T, 变换 成 7,xeM". 

定理 1 映射 RR 是 三 重 线性 的 ,所 以 它 给 出 了 4 阶 张 量 . 

证 明 如 果 考 察 场 的 线性 组 合 ( 带 有 常 系数 ) ,那么 三 重 线性 性 是 显然 的 , 需 
要 证 明 能 够 把 光滑 函数 f(x) 提 到 运算 符号 R 的 外 面 来 . 要 证 明 的 是 R(X,Y) ， 
(所) = 三 R(X,Y)Z. 我 们 有 

Vif2) -YY VifZ) -Vix (fzZ) 
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=Vr((Vf)2) + Vx(f Vr2) ~ Vy( (Vf)Z) -~ Vr(f Vx2) - (Vixnf)2— 
fVixsn2 
=(Vr VLZ+( VA ViZ + (Vf) VrZ + Vr Vr2) 
(Vr Vf)Z- (Vf) V2 (Vf V2 -f( Vy Vx2) 
(Vien)Z -Avien2) =1 (X01 -YAN - (XY -YIZ 
+f| Vx VrZ = Vy ViZ - Vix.m2} 
=0 +/R(X,Y)Z, 
其 中 用 到 了 Vx =X( 人 ). 还 要 求 核对 :R(X,7)Z = 太 R(X,Y)Z. 我们 有 
ROX,Y)Z= Va VrZ — Vy VnZ — VimnZ. 
很 明显 ,Vx =f Vx. 其 次 
[FX,Y] =fA(XY) -YUX) 
=f[X,Y] - (YX. 
由 此 得 到 
ROX,Y)Z =f( Vr Vy2) -Vif Vr2) - Yron2+Vonr2 
=f( Vx Vr2) —- (Vf) VrZ —f( Vr Vx2) -f VirnZ 
+ (YD Vr2=f* R(X,Y)Z 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 关系 式 R(X,/Y)2 =/* R(X, 了 )Z 可 类 似 地 验证 . 定理 证 毕 . 
我 们 把 曲率 张 量 的 不 变 的 定义 与 它 的 坐标 的 定义 联系 起 来 . 引进 基 场 9;( 作为 
微分 算 子 ). 这 时 ,= 和 87Y= 了 ai2 =2490 我 们 得 到 R(X,Y)2 = 和 2 
1R(9.,6))641. 其 次 
R(B1,0))Z = Va VyZ — VyVaZ Vian Z. 
显然 ,Va = Vi, 即 R(9i,8))Z=(Vi Vj-Vi Vi)2 Va.aZ. 因为 [9,,9,] =0, 所 以 
(3.,8))2=( Vi Vj Vi Vi)Z. 这 就 是 所 要 求 的 . 


5.5.4 黎 显 曲率 张 量 的 代数 性 质 


定理 2 对 M" 上 任意 的 三 个 光滑 场 半 ,7,2 ,满足 恒等式 : 

(1) R(X,Y)Z+R(Y,X)Z=0;R +R n=0; 
即 关于 变量 X,Y 反对 称 . 

(2) R(X,7)Z+R(Z;X)Y + R(Y,Z)X=0—Jacobi 恒等式 ;用 坐标 表示 为 : 
Riu +Riy + Ri =0. 

(3) 如 果 联 络 V 是 黎 曼 联络 则 有 (R(X, 了 )Z,W) + 《R(X,Y)W,Z) =0 对 任何 
场 X,Y,Z,WW 成 立 ;其 中 (,) 是 由 度量 gy 产生 的 数量 积 ;用 坐标 表示 为 ;Rw + Ri 
=0, 这 里 Ryw =giaRew. 

(4) 车 联 络 V 是 黎 曼联 络 , 则 (R(X,Y)2Z,W) = (R(Z,W)X,Y), 即 Rj = 
Ri 

证 明 (1) 是 显然 的 . * 


1 本 
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(2) 首先 证 明 ,对 于 对 称 的 联络 有 : 

VrY-Vi=[X,7]. 事实 上 
Vy VX =X VF-Y VX 

这 是 因为 YX = = 人 .如果 XX 和 Y 交 换 ,那么 可 得 Vx 了 = VyX. 由 于 
定理 1, 只 要 在 场 交换 时 ,验证 Jacobi 恒等式 即 可 . 我 们 有 

Ve VyZ -Vy VzZ — Vir nL + Vz VrY— Vr VzY -ViznY 

+ Vy VX -Vz VIX- VivaX=0. 

(3) 只 要 证 明 《 R(X,Y)Z,Z》=0 即 可 , 再 利用 [X,Y] =0, 这 时 ; (R(X,Y)Z， 
2) =《(Vr Vr -Vr Vx)2,2). 考虑 函数 (2,Z) =f, 并 计算 X(f) =X(2,2) = 
24VYr2Z,Z). 其 次 : 

YX(f) =2 VIMVIZ,Z) =2( Vy VrZ,Z) +2( VrZ, V1Z2). 


类 似 地 ,得 到 
XY(f) =2( Vy Vy2,2) +2( Vy2, Vx2), 
显然 ,我 们 有 : 
《YrVrZ,Z) =(VrVr2Z,Z)， 
这 就 是 所 要 求 的 . 


(4) 考虑 图 5. 25 中 的 八 面体 . 它 的 四 个 面 画 着 阴影 ,并 在 每 一 个 顶点 放 上 数 
积 , 利用 已 证 明 的 关系 式 ,容易 证 明 , 每 一 个 阴影 面 项 点 上 的 数 积 和 等 于 0. 


a (R(X,F)Z,W) 


图 5.25 


现在 写 出 恒等式 (a +a+c) +(a+b+d) =0=(a+b+B) +(c+d+B), 得 到 
2a=2B, 即 (R(X,Y)Z,W) =(R(2,W)X,Y) ,这 就 是 所 要 求 的 . 定理 证 毕 ， 

定义 3 张 量 R,= 尼 ,, 即 黎 曼 张 量 ( 按 一 对 指标 ) 的 缩 并 所 得 的 张 量 , 称 为 黎 
曼联 络 的 Ricei 张 量 ,Ricci 张 量 是 对 称 的 (验证 !1). 

定义 4 函数 R(x) =g*Rs, 妈 Ricei 张 量 与 度量 的 逆 张 量 的 缩 并 , 称 为 黎 曼 流 
形 的 数量 曲率 R. 
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显然 ,Ru 是 2 阶 张 量 ,而 R(x) 是 数量 函数 . 对 许多 具体 问题 来 说 ,知道 用 g; 所 
表示 的 黎 曼 张 量 的 是 有 用 的 . 
定理 3 在 黎 曼 流 形 上 有 恒等式 
gy 及 Fgn 本 
Run EuRru= 2 ( i 和 ey 于 2 
+gw (TaD -Tofs). 
证 明 由 黎 曼 张 量 的 坐标 表示 式 , 我 们 有 


8 
Re or roar, 


= +r) 5 
其 中 记号 [中 表 示 按 指 标 上 和 1 的 交 蔡 ( 不 除 以 2) 0 于 是 
0 =gRn -Ru=g, (E+ Tyr ) th 


=6, (2 3 jt, 
其 中 符号 * 表示 一 对 指标 (4). 圆 括号 内 的 表示 式 可 形式 地 理解 为 对 一 组 函数 
站 . 共 变 微分 的 结果 ,其 中 的 记号 * 暂 不 去 管 它 . 函数 组 三, 不 构成 张 量 , 但 在 每 
个 给 定 的 坐标 系 中 也 可 当 作 具 有 分 量 7. 的 张 量 ( 在 另外 的 坐标 系 中 这 个 张 量 将 
有 某 些 另 外 的 与 ,不 同 的 分 量 ,但 对 给 定 坐 标 系 中 的 微分 来 讲 ,这 种 情况 没有 多 
大 关系 ). 因为 &, 对 “ 张 量 " 太 .发生 指标 的 下 降 , 由 于 以 张 量 是 共 变 常量 ,所 以 在 共 
变 微分 的 符号 下 也 是 可 以 实现 的 . 由 此 
09=gsv(T LL = VegaT Lk] = Vi(T,. Lk), 


其 中 
8% dgw D8. 
| 
286 i ox are 


区 加 + 418 | 
2 


在 原来 的 Ru 的 公式 中 将 此 表示 式 代 人 ,得 到 
Rou= Vi(T,.) [kL] = = TE) th 


( Ty 


a Toa) 


外 Pu[k,] 即 表示 Ps -Ps. 


i . i 
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1/ Tes Fg ye 
全 k,l ToTeLk,l 
a tox Bx ee l-es [#1] 
Sl/ de ,den Eu _ Dew 

2 Brox dx'dx’ dx'dx’ dx'gx’ 

t+gwo (Tas -Tous). 


定理 证 毕 . 

推论 1 如果 在 黎 曼 流 形 上 黎 曼 曲率 张 量 在 某 个 坐标 中 不 为 0, 那 坐标 在 MM" 
上 就 不 能 建立 局 部 欧 氏 坐标 , 即 不 能 建立 局 部 坐标 ,在 此 局 部 坐标 下 ,gy 是 常数 矩 
阵 (或 ,同样 的 :二 0). 

证 明 由 引 理 2 即 可 证 明 . 


5.5.5 黎 曼 曲率 张 量 的 某 些 应 用 


定理 4 在 二 维 光滑 黎 曼 流 形 上 存在 便 等 式 

R=2K, 这 里 RR 是 数量 曲率 ,K 是 Causs 曲率 . 

推论 2 因为 R 由 给 定 的 g, 完 全 确定 ,所 以 XK 也 仅 由 gs 完全 确定 ,特别 ,和 在 
R 中 的 等 长 变换 下 (在 曲面 的 弯曲 时 ) K 是 不 变 的 . 

这 个 推论 非 一 下 子 就 能 证 明 的 ,这 是 由 于 :在 Gauss 曲率 上 的 定义 中 ,参与 了 
第 二 基本 形式 ;在 变形 时 ,一 般 说 ,第 二 基本 形式 是 不 保持 的 . 

定理 的 证 明 ”在 P 的 邻 域 中 给 曲面 了 以 图 的 形式 z=f(x,y) ,其 中 (x,y) 是 
Tp( 要) 的 销 卡 儿 和 坐标 . 因为 TpM? = R* (x,y) 是 切 平面 ,所 以 有 gradf(P) =0, 即 

“8&(P) =(2+ 廊 万 )(P) =6, 由 此 T(P) =0, 这 是 因为 (98y/0x*)1p=0( 验 

证 !). 由 于 Raw 的 代数 对 称 性 ,现在 其 中 仅 有 一 个 实质 的 分 量 R,,s ,其 他 的 分 量 或 
等 于 0, 或 仅 与 Rz 差 一 符号 ,或 与 属相 等 . 在 坐标 系 (*,7) 中 写 出 黎 曼 张 量 ,由 
定理 3, 我 们 有 


Be BE 中 
= 去 [2(K8)s-C)- -Co 
= #1 15) fo) fs), 

f= 3 

=K. 


=det| 


由 此 ,Ris = 天 我 们 来 计算 R. 

R=g"Ry =g'Ris =8"g"Rya = Ran( TY +g*g™”), 
其 中 
T+g"g”=g°8" ~g"g" +8"g” -gg 


=2(8°8" —(g")’) =2det(g3) = 
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B=del( gs). 
于 是 ,R 5 由 此 ,R=2K, 因 为 gy(P) =6,. 但 由 于 R 和 天 都 是 数量 ,所 以 它 


们 的 值 不 依赖 于 坐标 的 选择 ,因此 在 任何 坐标 系 中 都 有 R=2K. 定理 证 毕 . 
例 (1) 对 欧 氏 度量 dx* +dy*,R=2K =0, 即 曲率 等 于 0. 


(2) 对 球面 度量 di + (sn 二 jap?,R=2K = 三, 即 曲率 是 常数 , 且 是 正 的 . 


站 
(3) 对 Jia6aseacam 平面 度量 un + (sb 工 ) dp ,我 们 有 及 =2K = 到， 即 昌 


率 是 常数 , 且 是 负 的 . 
(4) 对 共 形 于 欧 氏 的 度量 和 (x,y) (ar + dy ) ,其 中 和 (x,y) 是 正 的 函数 ,我 们 


有 R=2K= - TAln 和 ,这 里 的 A 是 Laplace 算 子 . 直接 计算 即 可 证 明 . 


在 三 维 的 情形 下 黎 曼 张 量 已 经 较 复杂 了 ,实质 分 量 有 较 大 的 数目 (共有 6 
个 ) :R25Ry niRy wR.12;Run;Ra.w; 其 他 的 分 量 Rjw 或 是 等 于 0, 或 与 上 面 所 
指出 的 相等, 或 差 一 个 符号 

可 以 算出 , 黎 最 张 量 的 实质 分 量 的 数目 ,对 M" 来 讲 ,是 N= 全 (5 上 个 , 当 


n 一 wm 时 ,NN 与 一 般 的 分 量 个 数 (n*) 之 比 趋向 于 1/12. 
在 几何 中 ,“ 二 维 方向 的 曲率 "起 很 大 的 作用 . 我 们 考虑 黎 曼 空间 M'; 设 羡 ， 
Ye 7,M". 并 设 由 此 两 个 向 量 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 工 (下 ,7) 在 度量 gy 下 等 于 
1. 对 处 ,了 决定 的 二 维 方 向 o, 若 X,Y 是 P 的 邻 域 中 的 任意 向 量 场 , 且 有 X(P) = 
汪 ,Y(P) = 了 , 即 场 在 己 点 的 与 所 选 的 向 量 夺 和 了 重合 , 称 数 R(o) = (R(X,Y) 多 ， 
了) 为 "在 二 维 方向 o 上 的 曲率 . 
引 理 3 存在 公式 R(o) = RgwXXYY, 其 中 入，Y 是 向 量 生 和 的 坐标 ， 
并 且 R(a) 与 X,Y 包含 系 ,7 的 方式 无 关 . 
证 明 我 们 有 : 
R(o) =gaY [R(X,Y)Y]® 
=gaY RYXY = Re wuXX YY, 
引 理 证 毕 . 
定义 5 黎 曼 流 形 M", 如 果 它 按 所 有 二 维 方向 的 曲率 是 正 的 ( 负 的 ,0, 常 数 
等 ) , 则 称 M" 为 正 ( 负 , 零 , 常 等 ) 曲率 流 形 . 
引 理 4 考察 歼 曼 流 形 if ,并 设 K(P) 是 Gauss 曲率 ,R(P) 是 数量 曲率 ,R(o) 
是 在 点 PeM 的 二 维 方向 (天 ,了 ) =o 的 曲率 . 这 时 
R() =K(P) = 荆 R(P): 


证 明 考察 坐标 (x,y) , 它 的 坐标 线 在 P 点 互相 垂直 ;在 Tr(Jf ) 中 的 诱导 度 
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量 中 ,数量 积 可 以 认为 是 欧 氏 的 . 这 时 
RU SR RY RY 
4X XP P= XRY YE) =Rn(XTr = YX) 
=Riw 1T=Ronp， 
这 是 因为 下 了 - 到 入 = (平行 四 边 形 (X,Y) 的 面积 ). 因为 
Raa =K(P) ,所 以 R(a) =K(P) ,这 就 是 所 要 求 的 . 引 理 证 毕 . 


i 3 二 


第 六 章 ”同调 论 


到 现在 为 止 ,我 们 大 体 上 研究 了 光滑 流 形 的 局 部 性 质 , 即 可 以 在 流 形 if 的 每 
一 点 的 邻 域 中 互相 独立 地 确定 和 计算 的 那些 性 质 ;并 且 因此 这 些 性 质 与 M 表示 
为 图 的 并 是 无 关 的 . 但 在 许多 问题 中 , 仅 知道 W 的 局 部 性 质 是 不 够 的 . 

考察 下 面 的 问题 作为 例子 , 设 W = S: 是 回 周 ,在 其 上 取 角 参数 p 作为 其 局 部 
坐标 . 考虑 这 样 的 问题 ; 求 5 上 的 光滑 函数 记 使 它 满足 恒等式 

=a(9), (6.1) 
其 中 & 是 S 上 的 光滑 函数 . 如 果 在 具有 坐标 po 的 点 尸 的 小 邻 域 中 来 解 这 个 问题， 
那么 5 的 任何 原 函 数 :9) = | e(9p)dp 将 是 它 的 解 ,但 总 体 来 说 ,在 S 上 的 解 却 
不 是 经 常 存在 的 , 事实 上 ,任何 S' 上 的 光滑 函数 能 与 -个 实 变量 的 以 2m 为 周期 的 


周期 函数 相 一 致 . 如 果 甩 gp) = J slp)dp, 并 且 西 数 /是 周期 函数 ,那么 函数 就 是 
我 们 问题 的 解 , 函数 g 的 所 有 的 原 函 数 表示 为 定 积分 f(p) = [stv)adp +C. 因 


此 , 画 数 /的 周期 性 的 条 件 可 写 为 ”g(p)dp = 0, 或 写 为 


[eto)dp =0. (6.2) 
例如 , 若 &(9)=1, 则 人 es(p)ag = 2m #0. 因此 ,在 g(p) =1 的 条 件 下 ,问题 


(6.1) 在 5' 上 没有 解 . 条 件 (6.2) 是 对 问题 (6. 1) 存 在 解 的 必要 和 充分 条 件 . 从 考 
察 的 问题 看 出 , 解 的 存在 实际 上 是 依赖 于 流 形 的 整体 结构 . 在 本 章 中 就 是 研究 流 形 
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的 这 样 的 性 质 ,由 这 些 性 质 决定 了 在 整个 流 形 上 的 任何 一 个 函数 和 映射 的 状况 . 


6.1 外 微分 形式 的 演算 上 同调 


6.1.1 外 微分 形式 的 微分 


对 于 外 微分 形式 ,微分 的 演算 比 任何 张 量 场 的 微分 演算 略微 简单 些 . 如 果 在 流 
形 上 建立 了 某 个 联络 ,那么 反对 称 张 量 场 的 共 变 梯度 一 般 不 是 反对 称 张 量 场 , 因 
此 ,很 自然 地 把 外 微分 形式 的 梯度 定义 为 共 变 梯度 与 按 张 量 场 的 所 有 指标 交错 的 
合成 . 同时 , 若 联络 是 对 称 的 , 则 在 外 微分 形式 梯度 的 公式 中 一 般 不 含 Christoffel 符 
纯 , 即 外 微分 形式 梯度 的 定义 不 依赖 于 流 形 上 对 称 联 络 的 选择 . 
定义 1 外 微分 形式 dw, 若 在 局 部 坐标 系 (x',…,x") 中 其 分 量 为 
jw; oy 


(dw)iin = 六 (Di (6.3) 
时 , 则 称 dw 为 外 微分 形式 w 的 梯度 . 

定理 1 外 微分 形式 的 梯度 满足 下 列 条 件 : 

(1) dw Ms) =do Nes + ( -1) "mw NM dws;(2) d(dw) =0. 

证 明 设 (x',…,x") 是 局 部 坐标 系 ,w,w, 分 别 为 p 阶 和 9 阶 的 两 个 外 微分 
形式 . 任何 微分 形式 w 的 分 量 仅 当 它 的 指标 组 (i ,…,i, ) 中 两 两 指标 取 不 同时 ,不 
等 于 0. 这 就 是 说 ,为 确定 形式 w 的 分 量 ,只 要 考虑 其 指标 组 中 的 指标 两 两 不 同 ,并 
且 按 增加 的 顺序 排列 的 分 量 就 可 以 了 . 这 样 的 指标 组 对 应 于 子 集 fc [1,n] ,这 是 1 
到 n 的 所 有 整数 中 的 一 段 . w 的 相应 的 分 量 将 表示 为 w. 在 这 样 的 表示 下 ,乘积 的 
形式 和 微分 形式 的 微分 采取 较 简单 的 形式 : 


(wi Awa)x = a -1) "Mo, (6.4) 
yc 
(dp)s = 区 (DO1 .av (6.5) 
Hu-k ax 


这 里 的 求 和 是 按照 将 下 分 为 所 有 的 子 集 1UJ = 下 进行 ,其 中 /和 J 相应 地 由 p 和 4 
个 元 素 组 成 ,而 o(1,J) 是 这 样 的 置换 ,其 前 面 p 个 位 置 的 集合 7 中 保持 其 顺序 . 在 
第 二 个 公式 中 ,所 有 符号 的 意义 是 类 似 的 ,其 不 同 为 集合 7 由 一 个 指标 i 组 成 . 应 
用 公式 (6,5) 于 (6.4) ,得 到 : 


(dw Ne))r= 5 (1) De a) 
k=IUIUN Ox 


在 最 后 的 和 式 中 , 求 和 是 对 集合 大 为 三 个 不 相交 子 集 | 计 ,7,7 的 所 有 可 能 的 分 法 
进行 的 ,而 ol(i,1, 了 ) 是 置换 , 它 使 i 在 第 一 个 位 置 ,其 次 是 集合 1 和 J 其 中 的 指标 
各 在 1 和 J 中 保持 顺序 . 于 是 


i | 
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(dwAo))rt= > 


2 


二 et ds,, 
Ox 


Lr 
: Ow 
ie 2 
二 ed 
k= /Uiwy 


=(dwo Mo) r+ ( -1)*™(w Ndw,)x. 
性 质 (2) 只 要 对 基 形 式 (任何 形式 可 按 基 形式 进行 分 解 ) 作出 证 明 即 可 . 不 失 一 般 
性 ,可 以 认为 ,在 局 部 坐标 系 (x'，…,x") 中 ,形式 名 为 :w=f(x ，…,x")dx! 人 … 作 
qxt, 我 们 指出 ,如 果 性 质 (2) 对 形式 w 和 ws 满足 ,那么 它 对 外 积 w, 和 ws 也 是 正确 
的 ,事实 上 ， 
dd(w Mw) =d(dwo News +( 1) w Ndw,) 
=ddo, Nes + ( —1) "do, Mdw, + ( —1) "do, Ndw, 
+ (—1)™w, A ddw,. 
首先 , 按 假定 第 一 项 及 最 后 一 项 等 于 0, 而 中 间 是 两 个 带 有 相反 符号 的 同样 项 . 于 
是 ,性 质 (2) 只 要 对 任何 函数 / 和 对 形式 dx' 给 予 证 明 即 可 . 在 后 一 种 情形 ， 
dd( dx*) =0, 因 为 * 也 是 流 形 上 的 某 个 函数 ,于 是 我 们 只 要 证 明 dd(f) =0 即 可 ， 
我 人 有 (d，= 起, 从 而 
2 a(d): 3 
dD 
定理 证 毕 . 
注意 定理 1 的 条 件 (2) 是 以 多 元 函数 的 极 好 的 性 质 ,混合 偏 导数 与 微分 次 
序 的 无 关 性 为 根据 的 . 在 某 种 意义 下 ,性 质 (2) 是 这 个 性 质 在 函数 组 (构成 反对 称 


张 量 的 分 量 ) 情 况 下 的 极 大 的 推广 . 
例 1 在 局 部 坐标 系 中 ,一 切 外 微分 形式 按 定义 有 和 的 形式 : 


= es Ne "Adx”. 


因此 ,根据 定理 1, 形 式 w 的 梯度 按 公式 
do = d(w. 与 ) Ad A A de'e 


des, 


算出 .其 次 ,光滑 函数 的 梯度 在 局 部 从 标 系 中 的 分 量 为 于 是 ,df = 


ad 因此 ,dw= 了 A dx" 人 Ad, 很 明显 ,后 面 的 公式 与 公 
式 (6.3) 是 等 价 的 . 
考察 问题 :寻找 微分 形式 ,使 它 满足 恒等式 
d=0， (6.6) 
其 中 0 是 给 定 的 微分 形式 . 在 每 一 个 局 部 坐标 系 中 ,方程 (6.6) 化 为 偏 导数 的 微分 


2 上 
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方程 组 
AT Si 
六 0 


根据 定理 1 的 条 件 (2) , 当 生 仅 当 dn=0 时 方程 (6. 6) 的 解 存在 . 事实 上 ,应 用 运算 
4 于 方程 (6.6) 的 左边 和 右边 部 分 ,得 到 d=d( dw) =0. 特别 , 当 deg2=1 时 , 问 
题 归结 为 求 流 形 M 上 的 光滑 函数 了 ,使 它 的 梯度 等 于 给 定 的 形式 人 2 在 局 部 坐标 系 


(wr) 中 ,形式 2= 立 2de 方程 (6. 等 从 于 方程 组 


六 (6.7) 
Ox 


如 果 方 程 组 (6.7) 的 解 存在 ,那么 ,再 对 变量 微分 (6.7) ,得 到 -8 = 他 
因为 光滑 函数 了 的 混合 偏 导数 与 求 微分 的 次 序 无 关 ,所 以 
= iJ (6.8) 


条 件 (6.8) 在 无 坐标 的 表示 中 等 价 于 条 件 dn = 0. 我 们 指出 ,条 件 (6. 8) 对 方程 
(6.7) 在 流 形 W 上 点 尸 的 充分 小 的 邻 域 中 有 解 是 充分 的 . 为 此 ,我 们 从 解 方程 组 


(6.7) 的 一 个 方程 开始 ,例如 ,从 其 = 4 开始 有 
fey) = 
其 中 pa( 必 ，…,x") 是 变量 (x*，…,x") 的 任意 的 光滑 函数 , 把 (6.9) 的 右边 部 分 代 


和 人 方程 组 (6.7) 的 第 二 个 方程 


! 
小 = |， 骂人 jd + (ee) 
, 


={) (x ,x"), 
顾及 到 方程 (6. 8) ,我 们 得 到 
(= [i 


=0, (0, ) (ss) + 有 (Ch)， 
即 
将 (ee) 三 应 ( 动 ,2 (6.10) 
方程 (6. 10) 的 一 般 解 为 
es Fs) + 
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把 (6.9),(6. 11) 代 人 方程 组 (6.7) 的 第 三 个 方程 ,得 到 
ER 


党 人 0 + 
再 顾及 到 方程 (6. 8)， or gs 的 方程 
AE el A (x ,x ) dx 


+ 上 i x") 
= (0 ) A m0 本) 二 (和 
—{B (Wt ,t,x te 有 有 了 


El 
XC EAC 


继续 进行 这 个 过 程 ,我 们 得 到 函数 序列 p(x*，,…,x") , 它 由 递 推 公式 
piel) = [oe as de pen (ss), 
zo 
nari 三 常数 ， 
zs) = 区 fa i) + pon 
后 培 

所 定义 , 最 后 的 公式 给 出 了 方程 组 (6. 7) 的 任意 解 , 它 依赖 于 一 个 参数 gp,,， = 常 
数 . 其 实 ,方程 组 (6.7) 的 解 的 非 唯一 性 可 由 外 微分 形式 的 一 般 的 代数 性 质 得 到 . 
事实 上 ,如 果 / 和 是 方程 组 (6.7) 的 两 个 解 ,那么 df = ,dh = 0, 即 d(fi -及 ) 
= 有 2- 人 2=0. 函数 hh=fi -所 的 梯度 具有 在 流 形 M 上 恒 等 于 0 的 性 质 . 于 是 ,h 是 局 
部 常数 函数 . 若 MM 是 连通 的 流 形 , 则 此 时 有 是 常数 函数 . 因此 ,方程 组 (6.7) 的 任何 
两 个 解 相差 一 个 常数 ,而 方程 组 (6.7) 的 所 有 解 的 集合 或 是 空 集 , 或 是 流 形 M 上 的 
所 有 光滑 函数 空间 中 的 一 维 流 形 . 

转 到 解 方程 组 (6. 6) 的 一 般 情 形 ,可 作出 下 面 的 结论 : 

(a) 方程 组 (6. 6) 存 在 解 的 必要 条 件 是 dQ2 =0; 

(b) 如 果 w 是 方程 组 (6.6) 的 解 ,那么 所 有 具有 形 如 w + dew' 的 形式 也 是 方程 
组 (6.6) 的 解 . 


6,1,2 光滑 流 形 的 上 同调 ( de Ram 上 同调 ) 


方程 组 (6. 6) 解 的 性 质 用 所 谓 de Ram 上 同调 理论 的 术语 来 叙述 是 方便 的 . 
定义 2 光滑 流 形 M 上 的 外 微分 形式 w, 若 dw =0, 则 称 w 为 闭 的 . 车 它 可 表 


6.1 外 微分 形式 的 演算 上 同调 197 


示 为 w=dw', 则 称 w 是 恰当 的 . 阶 闭 形式 空间 对 恰当 形式 子 空间 的 商 空 间 称 为 
流 形 型 的 大 维 上 同调 (de Ram) 群 ,并 表示 为 H'(M). 

所 有 恰当 的 形式 w, 因 为 dw =d( dw') =dd(w) =0, 所 以 是 闭 的 . 因此 所 有 恰 
当 形 式 的 空间 是 闭 形式 空间 的 子 空间 . 上 同调 群 丰 (W) 是 向 量 空间 (一 般 说 是 无 
限 维 的 ), 用 上 同调 群 的 术语 可 饮 述 解 方程 (6.6) 的 问题 如 下 : 设 中 是 闭 的 上 阶 外 
微分 形式 . 用 [w] 表 示 上 同调 群 玉 (W) 的 元 素 ,[w] 等 于 形式 w 关于 恰当 形式 子 空 
间 的 旁 集 . 那么 有 下 面 的 定理 . 


定理 2 考察 方程 
dw =0,degl =k+1. (6; 12) 
(a) 方程 (6. 12) 当 且 仅 当 形式 02 是 闭 的 时 有 解 ,而 上 同调 类 [ 2] e HH"'(M) 
等 于 0. 


(b) 方程 (6. 12) 的 任何 两 个 解 w 和 w' 相 差 一 个 闭 形式 , 即 d(w -ww') =0, 方 
程 的 所 有 解 的 集合 是 形式 w 关于 所 用 阶 闭 形式 子 空间 的 旁 集 . 

(5) 所 有 上 上 阶 闭 形式 的 空间 同 构 于 大 阶 恰当 形式 的 空间 与 上 同调 群 下 (MI) 的 
直 和 . 

证 明 若 w 是 方程 (6. 12) 的 解 , 则 几 是 恰当 形式 ,就 是 说 , 按 定义 [C] =0. 反 
之 ,车 LQ] =0, 则 吕 是 恰当 形式 , 即 对 某 个 形式 w,Q = dw,w 就 是 方程 (6. 12 ) 的 
解 , 设 w 和 w' 是 方程 (6. 12) 的 两 个 解 , 即 dw = ,do' =02 那么 ,d(o -w') =dw - 
dw' = 人 -=0, 也 就 是 说 ,w -w' 是 闭 形式 . 因此 ,方程 (6. 12) 的 所 有 的 解 w' 可 用 
w 加 上 某 个 闭 形式 而 得 到 . 用 .2,(W) 表 示 流 形 W 上 的 所 有 上 阶 外 微分 形式 的 线性 
空间 . 这 时 ,梯度 d 是 线性 映射 

df (MA (M), (6.13) 
它 是 大 阶 形式 的 空间 到 (上 + 1) 阶 形式 空间 的 映射 .上 阶 闭 形式 的 空间 与 映射 
(6. 13) 的 核 KerdC2.(MW) 重 合 . 类 似 地 ,梯度 d 把 空间 02，( MM) 映射 到 0D,(M) 

d:0 1,(M)—f,(M). (6.14) 
这 时 ,k 阶 恰当 形式 的 空间 与 映射 (6. 14) 的 像 重 合 :Imd =d(f2,.,(M)) CKerdC 
入 (MM), 因 此,k 维 的 上 同调 群 厂 ( 必 ) 与 商 空 间 Kerd/Imd 重合 . 在 此 空间 的 符号 
中 ,我 们 用 同一 个 字母 d 表示 两 个 不 同 的 映射 (6. 13) 和 (6. 14). 但 这 不 会 引起 混 
乱 ,因为 我 们 考察 的 是 上 阶 形式 的 空间 人 2 (有 村) 的 子 空间 . 在 线性 空间 Kerd 中 ,我 
们 考察 的 是 关于 子 空间 ImdC Kerd 的 代数 的 余子 空间 HY'. 于 是 ,空间 Kerd 分 解 为 
它 的 两 个 子 空间 的 直 和 Kerd = Imd@H'. 

我 们 指出 ,空间 由 同 构 于 上 同调 群 大 (MM). 事实 上 ;, 设 wp: 及 一 瑟 () 是 将 闭 
形式 we H' 与 它 的 旁 集 [w] e 矿 ( MM) 相对 应 的 映射 .车 p(w) =0, 则 [w] =0, 即 w 
是 恰当 形式 . 这 就 是 说 ,w e lmd. 因为 子 空间 Imd 与 H' 仅 相交 于 零 元 素 , 所 以 w = 
0. 因此 ,映射 p 是 单 射 . 这 时 ,* 是 某 个 形式 we Kerd 关于 子 空间 Imd 的 旁 集 ， 
*=[ww]. 因为 空间 Kerd 分 解 为 其 子 空间 Imd 和 扩 的 直 和 ,所 以 形式 w 也 分 解 为 


i , | 
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和 w=d0+w',dfelImd,w' eH'. 这 时 ,x =[w] =[w'] =g(w'). 因此 ,gy 是 满 同 
态 . 于 是 ,证 明了 是 同 构 , 定 理 证 毕 . 

例 2 考察 作为 流 形 的 实数 开 区 间 MH = (a,5). 算出 它 的 上 同调 群 . 因为 流 形 
村 是 1 维 的 ,所 以 仅仅 0 和 1 阶 的 形式 空间 不 等 于 0. 首先 考察 0 阶 的 形式 空间 
人 4( 必 ), 任何 0 阶 形式 都 是 区 间 (a,5b) 上 的 光滑 函数 , 它 的 梯度 df 具有 形式 df = 


此 (ad 其 中 x 是 区 间 (a,b) 上 的 笛 卡 儿 坐标 . 因此 ,0 阶 闭 形式 的 空间 , 即 Kerd， 


由 所 有 满足 任 (x) 三 0 的 函数 组 成 , 即 Kerd 由 常数 函数 组 成 . 于 是 空间 Kerd 同 构 


于 一 维 空间 R', 空间 4(M) 中 的 恰当 形式 是 没有 的 . 因此 , 厂 (M) = Kerd =R'. 现 
在 考察 1 阶 形式 的 空间 9 (M). 因为 1 维 空间 上 的 所 有 的 2 阶 形式 都 等 于 0, 所 以 
Kerd 与 空间 人 2 (M) 重合. 现在 来 计算 Imd 设 we 2 (MW) 是 任意 的 1 阶 微分 形式 ，, 


在 局 部 坐标 系 中 具有 形式 =g(x) dr 因此 , 若 攻 =w, 则 任 (z)dz=g(z)di, 即 
作 = 于 是 函数 /可 以 用 等 式 


f(x) = [eg(e)dizs(ab)a<e<b (6.15) 
来 确定 . 这 样 ,所 有 形式 we 22, (MM) 可 表示 为 适当 的 函数 /的 微分 w= 这 就 是 
说 ,Imd =J2,(MM) =Kerd. 这 时 ,定义 为 商 空间 Kerd/Imd 的 一 维 上 同调 群 厅 (MM) 等 
于 0:H'(MM) =0. 对 其 他 的 维 数 4>2, 上 同调 群 夏 (MH) 等 于 0, 因 为 在 一 维 流 形 族 
上 的 上 阶 (4 宇 2) 形 式 空间 已 等 于 0 了 . 答案 :所 (M) =R' , 厌 (M) =0,k>1. 

例 3 设 必 =5' 是 一 维 贺 周 . 与 例 ! 一 样 算出 零 维 上 同调 群 奴 (3 ) =R' ,和 
群 太 (5') =0,k>2. 只 要 计算 一 维 上 同调 群 九 (5') 即 可 . 由 于 5' 是 一 维 的 , 核 
Kerd 与 (2.(5' ) 重 合 , 设 p 是 圆周 5' 的 局 部 角 参 数 . 对 某 个 形式 w =&(9?)dp, 解 方 
程 听 =w. 函数 败 p) 对 参数 p 应 是 周期 为 2r 的 周期 函数 . 利用 公式 (6. 15) ,我 们 
得 到 

Ko)= feedap 和 全 so)uz=0 
于 是 ,不 是 所 有 的 形式 we 02 (5' ) 都 在 梯度 的 像 Imd 中 ,而 仅仅 满足 条 件 
人 gp)dp =0 时 才 是 樟 度 的 像 我 们 指出 ,形式 的 空间 人 (5) 分 解 为 它 自己 的 于 
空间 的 直 和 2(5') = Imd@R' ,而 且 第 二 个 被 加 项 由 常 系 数 的 形式 g(w) = 常数 


组 成 事实 上 , 设 w =&(9)dp 是 任意 的 形式 ,c= 直 [ g(p) dp 那么 ,形式 w= 
gp)dp=(g(9) -c)dp, 因 为 上 Ee'(p)dp=0, 形 式 w' 也 在 md 中 . 另 -- 方 面 , 任 
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何 形式 由 =&(p)dp, 是 常 系数 5(p) =e= 常 数 ,cz0 时 ,由 于 人 ”cap =2mez0 而 
不 在 Imd 中 . 这 时 商 群 (5') = Kerd/lmd = 人 (5')/Imd = RR'. 答案 :到 (8 = 
H'(S')=R';H(S') =0,k>2. 


6.1.3 上 同调 群 的 拓扑 性 质 


流 形 的 每 一 个 光滑 映射 在 相反 的 方向 上 诱导 出 外 微分 形式 的 映射 ; 
fi MM,, f° :0 M,) 0,(M,). 

定义 3 设 /:M, 一 M, 是 流 形 的 光滑 映射 ,w e 人 2,( MM,) 是 流 形 M, 上 的 大 阶 外 
微分 形式 . 由 公式 让 (w) (外) = 四 (号 丰 ) 二)) ,61 ,te Tp( Mi) 
给 出 的 流 形 M， 上 的 外 微分 形式 称 为 形式 w 的 逆 像 1*(w). 其 中 7p( MM ) 是 流 形 MM 
在 P 点 的 切 空间 ,而 忠志 ) ,…,df(&) e Tnp)(M,) 是 吉 ，…,é&, 在 映射 的 微分 下 
的 像 - 

这 样 定义 的 微分 形式 空间 的 映射 广 :04(Mh: ) 一 人 2( MM ) ,很 明显 ,是 线性 空间 
的 线性 映射 , 

引 理 1 若 在 局 部 坐标 系 中 ,映射 /用 函数 组 y = 了 "(x',…,x") 表 示 , 而 形式 

w= Eo,(y sy ) dy" A Nady, 
那么 
(0)=Eoaf (x yrs Ey, fe es )) df (eye, 0) Ne Ad f(a 各 
(6.16) 
关系 式 (6. 16) 是 所 谓 函 数 微分 的 不 变性 性 质 的 推广 ,函数 微分 的 不 变性 是 说 


函数 y=f(x) 的 微分 的 形式 dy =H(x) de 与 “变量 * 是 自 变量 或 是 其 他 变量 的 函 


数 "是 无 关 的 . 引 理 的 证 明基 于 定义 的 直接 验证 . 

定理 3 微分 形式 的 逆 像 满足 下 列 关 系 式 : 

(a) 车 f:M 一 Ms 和 g:MiM, 则 (gf1)* =/"8"; 

(b) 映射 六 与 算 子 4 可 交换 , 即 f"d=df*; 

(ce) 映射 六 , 它 把 核 Kerd 映射 为 核 Kerd, 而 把 上 同调 类 映射 为 上 同调 类 : 

f° :HC(M) HM,); 

定理 的 证 明 是 在 任意 局 部 坐标 系 中 验证 关系 式 为 基础 , 留 给 读者 作为 练习 . 

定理 3 在 许多 关系 式 中 是 有 用 的 . 例如 ,如 果 两 个 流 形 Wi 和 M, 是 微分 同 胚 
的 ,那么 它们 的 上 同调 群 同 构 . 事实 上 ,车 f: 有 ,一 M, 是 恒 等 的 微分 同 胚 , 则 同 态 
广 : 乒 (M1) 一 厂 (MM ) 也 是 恒 等 的 同 构 . 因此 ,车 p: 导 ,Ms 是 任意 的 微分 同 胚 , 则 
取 北 微分 同 胚 光 ;:M; 一 MM ,得 到 两 个 可 能 的 合成 yp:M 一 MM ,ebp:M 一 1 ,而 且 二 
者 都 是 恒 等 的 微分 同 胚 :yp = lm ,wy = lm. 于 是 ,应 用 定理 3, 得 到 p* y= 
Lm 炒 " ”=1at)， 即 同 态 "和 消 " 互 着 .于 是 ,gp " ( 消 " 也 同样 ) 是 上 同调 群 的 
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同 构 . 
实际 上 ,由 流 形 的 光滑 映射 六 Wi 一 hf 诱导 出 来 的 上 同调 的 同 态 广 :不 (4 ) 
一 所 (M1) ,具有 更 强 的 性 质 . 
定义 4 设 X,Y 是 任意 拓扑 空间 ,7 是 实数 的 单位 线段 ,连续 映射 J:X x 7 一 了 
称 为 喘 射 万 = 了 | ,和 映射 有 =f | ,之 间 的 同 伦 . 如 果 X,7 扰 光 滑 流 形 , 而 是 
光滑 映射 , 则 /了 称 为 光滑 同 伦 . 同时 , 称 映射 hh 和 .fi 是 同 伦 的 映射 . 
定理 4 同 伦 的 光滑 映射 及 .有 :M, 一 MM 诱导 出 相同 的 上 同调 群 的 同 态 万 = 
:HM ) 一 下 (MI)， 
证 明 我 们 作出 外 微分 形式 空间 的 这 样 的 线性 映射 D: 人 3 (1 ) 一 DCM )， 
使 它 对 任何 形式 w e424,(M,) 满 足 恒 等 式 
(fF -fr )(w)=(dD+Dd)(w). (6.17) 
事实 上 , 若 w 是 闭 形式 , 它 代表 上 同调 类 [w] es 不 (M) , 则 形式 万 (w) 和 方 (w) 也 
是 闭 形式 且 它 代 表 的 上 同调 类 为 石 (Lo]) 和 万 ([w]), 由 于 (6. 17) ,形式 差 
契 (o) -让 (w) 等 于 (dD+Dd)w=d(Dw) +D(dw) =d( Dw), 这 是 因为 dw =0. 因 
为 形式 万 (w) 和 及 (w) 在 关于 恰当 形式 子 空间 的 一 个 旁 集中 , 即 它 代表 上 同调 的 
-个 类 [让 (w) ] =[ 户 (w)]. 于 是 及 ([w]) = 所 ([w]) ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 
这 样 , 剩 下 的 就 是 作出 满足 恒等式 (6. 17 ) 的 映射 D. 由 于 映射 和 六 是 同 伦 
的 ,所 以 存在 光滑 映射 F:M x [一 hf: ,使 RCP,0) =f(P),F(P,1) = 万 ( 己 ). 


如 果 在 任何 形 如 [名 ，…, 各 -， 世 ] 的 向 量 组 上 上 阶 形式 如 =0, 则 我 们 说 上 阶 形 
式 了 在 流 形 Wi x1 上 不 依赖 于 几 


引 理 2 流 形 M, x7 上 的 所 有 上 丰 阶 外 微分 形式 2 可 唯一 地 写成 
Q=0 + Md, (6. 18) 


而 且 , 形 式 02, ,2 与 必 无 关 . 

证 明 引 理 2 的 证 明 在 流 形 MM, 的 每 一 个 图 UV, 中 进行 即 可 . 此 时 ,02, 可 用 形 
如 用 ee") de" 人 … 人 de* 的 被 加 项 的 和 式 表 示 , 而 2 可 用 形 如 f(x ，…,x" ,4). 
den 人 … A dwir-! 人 dt 的 被 加 项 的 和 式 表 示 . 容易 验证 ,所 指出 的 由 两 种 被 加 项 所 组 
成 的 展开 式 与 局 部 坐标 系 的 选择 无 关 , 

假设 

Da) = [QD) 

其 中 全 =F"(w) ,02=f2,+f4 人 dt 是 按 公式 (6.18) 的 分 解 .车 在 MM x7 上 的 形式 也 
不 依赖 于 必 , 则 它 的 梯度 2 也 按 公式 (6. 18) 分 解 为 和 dQ=d,f0w + 二 [0 人 dk 这 


里 dx 表示 流 形 M, 上 形式 Po, 的 梯度 . 现在 我 们 证 明 公式 (6. 17). (6. 17) 的 左边 
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部 分 可 用 下 面 的 方法 得 到 . 首先 算出 形式 2 = (w) ,然后 在 嵌入 po:M, 一 Mi xT 
和 pi :Mi 一 Mi x7 下 取 它 在 子 流 形 Wi x 10| 和 M, x {1| 上 的 限制 . 为 此 ,在 形式 2 
中 必须 置 :=0 或 1 和 dt=0. 准确 地 表示 ,就 是 
(wv)=00(0) ,7 (w) =0,m(1). (6.19) 
为 算出 (6. 17 ) 的 右边 部 分 ,我 们 依次 计算 Dd(w) 和 aD(w), 有 
P(d) =dF* (w) =d(0, + 全 Ad) 
= () + Em (0) Md +d, fm Nh 


所 以 
Da(w) = [ (BO) td lt) )a 
= (1) -Own (0) +d, E Qum()d (6.20) 
另 一 方面 ， 
dD(w) = 本 人 Qom (Da (6.21) 


比较 (6.19) 和 (6.20),(6.21) ,得 到 太 (w) -让 (w) = (Dd -dD)(w) ,这 就 是 所 
要 求证 明 的 , 引 理 证 毕 . 

推论 车 人 =R" 是 a 维 欧 氏 空间 , 则 天 (M) =R' ,不 (R") =0,k>1. 

证 明 车 n=0, 即 MM 由 一 点 组 成 , 则 推论 显然 成 立 , 因 为 一 个 点 的 流 形 没有 非 
平凡 的 阶 数 大 于 0 的 形式 .0 阶 形式 , 即 MM 上 的 函数 , 它 就 是 实数 . 因此 ,人 4,(M) = 
R' ,梯度 的 核 与 Qu (M) 重合 ,而 梯度 的 像 等 于 0. 于 是 , FR (M) = Kerd/Imd 
= 和 4(M)/0=4(M) =RR', 现在 设 n>0,M, =R" 是 一 点 的 流 形 . 考察 两 个 映射 : 
Po 一 MPp(MHo) =0€M,y:M=+Mo ,yy(M) =0=Mo. 那么 ,映射 p 把 流 形 M, 的 唯 
一 的 点 映 到 零 向 量 , 而 映射 把 整个 欧 氏 空间 MM=R" 映 为 M, 的 唯一 的 点 . 考虑 
两 个 可 能 的 合成 ,bp :Mo 一 Mo ,gy :M 一 MM. 合成 yp 显然 是 一 点 流 形 Mu 的 全 等 映 
射 . 合成 py 把 整个 欧 氏 空间 MW 映 到 零 向 量 . 我 们 指出 ,映射 gy 与 欧 氏 空间 的 恒 
等 映射 同 伦 . 为 此 ,作出 同 伦 的 显 式 : F;:M xl 一 M,F(x,t) =tr,xeM=R',te 
[0,1] = 在 :=1 时 ,得 到 伍 等 映射 (x) =x = F(x,1); 在 t=0 时 ,得 到 合成 
W(X) =0 = F(x,0). 根据 定理 4, 映 射 py 与 恒 等 映 射 诱导 出 同一 个 上 同调 群 的 
同 态 . 这 样 , 同 态 (yp) " :下 (5 ) 一 下 (Mo) (op) :及 (M) 一 大 (对 ) 是 群 的 恒 等 
同 构 , 因为 (gw) =y "pgp" ,(Wp)"=p "yw' ,所 以 同 态 p" 和 w* 是 互 逆 的 群 同 构 . 
因此 , 欧 氏 空间 的 上 同调 群 矿 (R*) 是 和 一 点 的 空间 一 样 的 ; 即 印 (R*) = Ri， 
(RR") =0,k=1. 推论 证 毕 . 

上 面 作出 的 推论 有 如 下 的 简 述 ,这 就 是 周知 的 Poincaré 引 理 . 

定理 5( Poincaré 引 理 ) ” 流 形 M 上 的 任何 闭 形 式 2, 在 每 一 点 Pe 放 的 足够 小 
的 邻 域 中 是 恰当 的 , 即 2=dw. 


Eh 
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6.2 外 形式 的 积分 


6.2.1 微分 形式 在 流 形 上 的 积分 


考察 光滑 流 形 M 上 的 任意 子 集 工 如 果 对 任何 图 凡 , 和 坐标 同 胚 p。: U。 一 
VCR' ,集合 p(XNU,) CR' 在 欧 氏 空间 R" 中 具有 零 测度 ,那么 我 们 说 集合 
XCM 具 有 零 测 度 /(X) =0. 零 测度 集合 的 定义 确实 也 与 图 册 的 选取 无 关 . 为 此 ,只 
要 证 明 : 若 /:V, 一 V 是 区 域 由 CR" 到 区 域 Vy, CR" 的 光滑 的 同 胚 , 则 任何 零 测度 
集合 XCV 的 像 /(X) 是 零 测 度 集合 . 流 形 上 的 零 测度 集合 满足 标准 的 性 质 ,这 些 
性 质 对 欧 氏 空间 来 讲 是 正确 的 : 

(a) pl U X)< Spt) = 0. 

(b) 光滑 的 (n -1) 维 流 形 了 在 光滑 的 映射 户 盖 'W 下 的 像 凡 7) 具有 截 测 度 . 

现在 对 n 维 定向 流 形 M 上 的 n 阶 外 微分 形式 w, 在 由 具有 紧 致 的 支 集 的 情况 
下 ,我 们 来 定义 形式 w 的 积分 . 设 形式 w 的 支 集 全 部 在 某 个 具有 坐标 ( x),，… ,x ) 
的 图 U, 中 ,那么 形式 w 在 图 凡 中 具有 形式 w =f, (x ，… x3) dxs 八 … A 人 dx. 我 
们 设 

he = [fs dd (6.22) 
公式 (6. 22) 的 右边 部 分 存在 并 且 不 依赖 于 保持 定向 的 局 部 坐标 系 (zo，…, 鸡 ) 的 
选择 . 为 此 应 该 应 用 多 重 积分 的 变量 变换 公式 并 考虑 到 变量 变换 的 Jacobi 行列 式 
是 正 的 即 可 ， 

一 般 情 况 下 ,形式 w 在 任意 紧 致 支 集 上 的 积分 由 下 面 的 方式 给 出 . 

定义 1 设 M 是 n 维 有 边界 的 光滑 定向 流 形 ,w 是 具有 紧 致 支 集 的 n 阶 外 微 
分 形式 ,| gp。 | 是 附属 于 图 册 1U, | 的 单位 分 解 . 则 

he 和 TE Jee 

定义 1 是 有 效 的 , 即 它 不 依赖 于 单位 分 解 的 选择 . 有 效 性 的 证 明 作为 练习 留 给 
读者 . 
命题 1 
(a) he + Azwaz) = Ai + ha hw, LAT 
(b) 如 果 W' 的 定向 与 村 的 定向 相反 , 则 

lo-he 


证 明 性 质 (a) 是 显然 的 . 
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对 性 质 (b) 的 证 明 ,我 们 指出 , 流 形 W 的 相反 的 定向 可 以 这 样 给 出 :不 改变 图 
册 , 而 仅 改变 图 册 中 每 一 个 图 凡 中 第 一 个 坐标 的 符号 . 于 是 ,容易 确认 形式 积分 
的 定义 中 所 有 的 被 加 项 也 都 改变 符号 . 命题 证 毕 . 


6.2.2 Stokes 公式 


下 面 的 定理 提供 一 个 公式 , 它 概括 了 数学 分 析 中 的 许多 积分 公式 . 
定理 1 设 术 是 有 边界 39M 的 n 维 定向 流 形 ,w 是 (n -1) 阶 的 具有 紧 致 支 集 
的 外 微分 形式 . 则 
(tk = 人 [wa (6.23) 


公式 (6.23) 称 为 Stokes 公式 的 一 般 形式 . 在 证 明定 理 1 以 前 ,我 们 考察 这 个 公式 
的 几 种 特殊 的 情形 . 

例 1 考察 在 平面 R* 中 无 重点 的 光滑 闭 曲线 厂 , 它 是 R* 中 一 个 开 区 域 V 的 
边界 , 在 曲线 厂 上 引进 参数 1, 它 给 出 了 环绕 的 方向 ,于 是 也 车 
给 出 了 太 作为 一 维 流 形 的 定向 , 这 样 , 闭 包 7 就 是 具有 边 
界 3V = 厂 的 定向 的 二 维 流 形 . 若 区 域 了 的 定向 由 线性 坐标 1 
系 (x ,好 ) 给 出 ,并 且 环绕 曲线 玉 时 参数 :增加 ,区 域 了 在 工 
左边 ,就 说 边界 厂 的 定向 与 区 域内 的 定向 一 致 (参看 图 
6.1). 设 w 是 平面 R* 上 任意 的 一 阶 形式 . 在 坐标 (x' ,x ) 中 
形式 w 有 形式 w = P(z ,x*) dx' + Q(x ,22) de , 则 形式 图 6.1 
按 曲 线 入 积分 与 第 二 类 积分 一 致 


fo = [Pa roie = (POD) 0)) GS +00) 0)) jae 
按照 公式 (6.23 ) ,我 们 有 
和 =[me=[dpAd+ioAd) 
2 { (30 _ aP)aw Nar = Nl30 aau 
= 几 路 Bei)ar Ad = [(w jd dx?. (6.24) 
于 是 ,我 们 得 到 了 周知 的 平面 上 的 Green 公式 ; 
1 N 9P 
[ea + Qdx) = [Es ~ Sr)ds de, 
例 2 类 似 地 , 设 丁 是 三 维 空间 R' 中 无 重点 的 光滑 闭 曲线 , 它 界定 了 某 个 二 
维 曲 面 只 按照 公式 (6. 23) 则 可 得 到 经 典 的 Stokes 公式 . 为 此 ,我 们 考察 三 维 空间 
R’ 中 的 一 阶 形式 
w=P(x' ,x ,x ) dr’ +O(x' ,x ,x ) dx + R(x! ,x ,x ) dex’, 
则 曲线 厂 上 的 第 二 类 积分 可 解释 为 形式 w 的 积分 


r 


忆 
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fo= (pe, 训 驹 + on， 2 和 + Rx! .2) ej 


根据 公式 (6. 23) ,我 们 有 : |w = | du; 
do =dP Mdx! +dQ Ndx’ +dRAMdx’ 
30 aPp 2 4 {28 0 Ade + EaR)a 
=( 如 - ja Aar + + (a ja Aae + + 人 关 je Ad 
于 是 ,曲线 工 上 的 积分 通过 曲面 的 
| (Pax' + Qadx* + Rde') 
= 了 [{( 癌 - 2 )arae + ( 妆 - 8)aede + (3 3 号 -中 juan 
例 3 还 有 一 A 
设 I 是 R’ 中 的 闭 曲面 ,界定 了 区 域 VY. 设 w 是 二 阶 外 微分 形式 . 在 坐标 (x' ,x? ,x?) 
中 ,w 为 


w= Pdx' Ad + Qdx* 人 de + Rdx’ 人 dl 
那么 ,曲面 了 上 的 第 二 类 积分 可 解释 为 形式 w 的 积分 . 利用 公式 (6.23) ,得 到 
[= 一 人 au; 
dw =dPAdz' Ndr +dQ Nd Mdx? +dRA dr’ Ad 
天 
站 让 jw Ad Ad 
因此 ， 
(Pdx' dx? + Qdx*dx’ + Rdx’dx! ) 
2_ le FN 
(a tax + 和 )e rar. 


我 们 得 到 带 有 相反 符号 的 Gauss-Ocrporpanciant 公式 . 由 于 在 经 典 的 Gauss- 
Ocrporpanckmh 公式 中 ,曲面 工 的 定向 是 由 曲面 工 的 切 空间 中 一 对 向 量 (ei,e; ) 的 
选取 使 第 三 个 向 量 e; 指向 区 域 了 的 外 部 ,所 以 取 负 号 , 


例 4 最 后 ,也 可 把 Newton-Leibniz 公式 上 禾 de =(5) -La) 看 作 公式 (6.23) 


的 特殊 情形 . Newton-Ieibaiz 公式 的 左边 部 分 可 表示 为 形式 好 = 此 de 在 实数 线段 


La,b] 上 的 积分 ,而 [a,8] 是 一 维 有 边界 的 定向 流 形 . 线段 [a,6] 的 边界 是 两 点 集 
1a,b1 ,我 们 把 它 看 作 是 0 维 的 流 形 . 但 对 0 维 的 流 形 我 们 没有 定义 其 定向 的 概 
念 ,因为 它 没有 切 向 量 . 因此 可 用 下 面 的 方法 进行 . 车 一 维 流 形 1 的 境界 点 指向 末 
内 的 方向 的 向 量 给 出 了 MM 原来 的 定向 , 则 认为 此 境界 点 有 正 的 定向 ;相反 ,车 指向 


a 划 填 
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好 内 的 方向 的 向 量 给 出 了 流 形 W 的 相反 的 定向 , 则 认为 此 境界 点 有 负 的 定向 . 流 
形 上 的 零 阶 形式 自然 是 函数 . 因此 ,函数 在 零 维 流 形 上 的 积分 将 看 作 在 各 点 上 函数 
值 的 和 ,其 符号 等 于 点 在 流 形 上 的 定向 在 现在 的 情况 下 ,Newton-Leibniz 公式 的 右 
边 部 分 将 解释 为 函数 了 在 由 两 点 组 成 的 境界 1a,6b| 上 的 积分 . 同时 ,点 a 有 正 的 定 


向 ,而 点 6 有 负 的 定向 . 因此 ， | 了 =f(a) -f(8). 公式 (6. 23) 同 样 具 有 形式 : 


让 za. 外 


| =)" ff 


Lo} ja[a,b] 
定理 1 的 证 明 公式 (6. 23) 的 左边 和 右边 关于 形式 w 是 线性 的 ,因此 在 形式 
由 分 解 为 和 忆 =w +wa +…+wn 时 ,公式 (6.23) 的 证 明 只 要 对 形式 w 的 支 集 是 紧 
致 的 且 在 一 个 图 中 时 的 情形 证 明 即 可 . 此 外 ,只 要 对 w 取 形式 
w=f(x' ,x ) dx! Ad Ad Ndr" A- A de" 
时 证 明 公 式 (6.23) 即 可 ,其 中 /是 定义 在 R' 中 具有 紧 致 支 集 的 函数 . 这 时 ,du = 


《二 ) Ba 人 … 作 dx". 我 们 考察 两 种 情形 . 设 k<n, 此 时 形式 w 限制 在 边界 


RS CR 上 因为 x" = 0 而 等 于 0. 因此 ，| w = 0. 另 一 方面 ，| dw = 
加 吧 


三 由- D 赣 de'…de" 化 为 重 积分 后 ,首先 按 变 量 汪 ,然后 按 其 他 的 变量 ,我 
们 得 到 
ne tt (Bk 
rls Cd de [Bae 
由 于 下 面 的 明显 的 关系 式 ; 关 dx = ,ze) | ,里 面 的 积分 为 0. 因此 
dw =0. 现在 设 k=n 这 时 四 = 的 os)de ANde 
本 
d= -1 ) de A A det Ade, 
我 们 有 
| ee [ee 
wt La 
A 
dsj Dd de de 


ef rie 


i ie ii 
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= ff (CD ee | ) 
et 
二 IT ff Rs,0) de de 


因此 ，| w=( -1)" | au 这样 ,为 完成 证 明 , 把 形式 由 分 解 为 由 = +…+aw， 
让 5 


使 得 每 一 个 被 加 项 的 支 集 在 流 形 W 的 一 个 图 之 中 . 考察 图 册 |U,| ,和 附属 于 | Us 
的 单位 分 解 |p。|. 这 时 1= 了 ps,w = 了 pow,supppswCU,. 定理 证 毕 . 


6.3 ”映射 度 及 其 应 用 


本 节 中 我 们 叙述 映射 的 一 个 重要 的 几何 不 变量 一 映射 度 . 
6.3.1 映射 度 
定义 1 设 三 M 一 MM, 是 紧 致 连通、 定向 闭 流 形 上 的 光 少 映 射 ,dimM, = 
dimM;,Pe M, 是 正则 点 .对 0ef"'(P) , 若 映射 /在 点 0 的 Jacobi 行列 式 是 正 的 ， 
则 令 se( 0) = +1, 若 此 行列 式 是 负 的 , 则 令 e( 0) = -1. 称 数 
aers F 50) (6.25) 
8 


eF!( 门 

为 映射 (关于 正则 点 P) 的 映射 度 . 

定义 1 是 假设 至 少 存 在 一 个 正则 点 为 前 提 的 . 为 此 ,我 们 应 用 分 析 中 在 Sard 
定理 名 下 的 已 知 的 定理 . 

定理 1 设 /:M,*M, 是 紧 致 流 形 的 光滑 映射 , 则 映射 了 的 正则 点 0e M, 的 集 
合 6 是 处 处 稠密 的 开 集 . 

为 判明 定义 1 的 有 效 性 ,我 们 简明 陈述 下 面 的 论断 . 

定理 2 公式 (6. 25) 与 下 列 的 选取 无 关 : 

(a) 正则 点 Pe M 的 选取 ; 

(b) 在 光滑 同 伦 映射 类 中 的 选取 ， 

证 明 〈a) 可 归结 为 (b). 事实 上 , 若 P 和 P' 是 两 个 正则 点 , 则 存在 连续 的 微 
分 同 胚 秘 gp,:M, 一 :WM ,使 go 是 恒 等 映 射 ,而 g,(P') = 已 这 时 ,映射 ?和 gi。f 同 
伦 ,并 且 点 是 它们 的 正则 点 . 另 一 方面 , degp( pi。/) = deg (有 ). 于 是 设 :Mx1 
一 M, 是 光滑 映射 ,点 PeM, 是 万 = 严 | wwiow 和 fi =F| xi) 的 正则 点 , 这 时 ,对 
映射 下 来 说 ,在 境界 3(M, x1) = (4 xi101)U(i x 111 ) 的 所 有 点 中 ,点 PP 是 正 
则 点 . 

根据 Sard 定理 ,对 映射 瑟 , 正 则 点 P' 处 在 离 P 点 任意 近 的 位 置 上 . 这 时 ,对 映 


i - | 
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射 万 和 矿 来 说 点 P' 也 是 正则 点 . 因为 可 以 选择 点 已 离 点 己任 意 近 ,所 以 对 每 一 个 
原 像 0e 记 '(P) ,存在 唯一 的 靠近 它 的 原 像 O' s 万 (已 ) ,而 且 有 es(O) =e(0'). 
这 就 是 说 ,degsfh = degpfo- 类 似 地 ,我 们 可 得 degnfi = degpfi. 再 用 P 表示 点 P', 得 
到 原 像 ~'(P) 是 具有 边界 的 一 维 光滑 流 形 , 而 且 边 界 9F"(P) 在 a( Mi x 了) 中 .一 
维 紧 致 流 形 总 是 其 连通 分 支 的 并 一 一 圆周 和 线段 的 并 (参看 图 6. 2). 因此 , 流 形 
-1() 也 可 分 解 为 线段 1。 和 圆周 5! 的 不 连通 和 : 

PCP) = 避 AU(UHS!). 每 一 条 线段 具有 两 个 境界 点 na 和 4i- 所 有 点 ok 
入 的 集合 |ae,b} 构成 原 像 万 '(P) 和 廊 '( 己 ) 的 


并 . 
如 果 点 对 (a ,b,) 在 边界 8(M, x 1) 的 一 个 分 支 A( ) 
中 ,那么 e(at) = -a(b) ,而 车 在 不 同 的 分 支 中 , 则 
有 e(at) =a(b,). 这 样 , 原 像 廊 '(P) 和 fr7'(P) 中 的 

所 有 的 点 可 划分 为 点 对 ,而 且 如 果 一 对 点 在 境界 

3( Mi x7) 的 一 个 分 支 中 ,那么 在 和 式 (6. 25) 中 它 给 62 

出 的 贡献 为 0. 而 如 果 一 对 点 在 境界 (Mi x 1) 的 不 同 的 分 支 中 ,那么 它 在 和 式 
《6. 25 ) 中 给 出 的 贡献 对 degnfs 和 对 degaf 则 是 相同 的 . 定理 证 毕 . 


6.3.2 代数 基本 定理 


如 此 称谓 的 定理 它 的 含义 是 :任何 阶 数 =1 的 多 项 式 P(z) ,在 复数 域 上 哪怕 
存在 一 个 复数 根 也 好 . 

这 个 定理 有 许多 不 同 的 证 明 , 其 中 之 一 是 利用 映射 度 的 概念 和 定理 2 证 明 的 . 
考察 复数 平面 的 光滑 映射 P:C' 一 C' , 它 由 下 面 的 公式 给 出 


w=P(z) =z+an il 


把 二 维 球 5 看 作 复 射影 直线 CP(1) 时 ,这 个 映射 可 延 拓 到 二 维 球 8 到 自身 的 映 
射 .为 此 ,我 们 把 复数 参数 :看 作 CP(1) 上 的 齐 次 坐标 之 比 z= 也 天 0. 类 似 地 ， 


+… +az+ a0. 


=. 因此 ,映射 
| = 十 G64 20 十 二 31 更” 十 40 双 swWo 三 双 (6.26) 
确切 地 定义 了 CP(1) 到 自身 的 映射 . 显然 ,映射 (6.26) 是 光滑 映射 , 我 们 来 算出 它 
的 映射 度 . 按照 定理 2, 可 以 取 同 伦 于 它 的 映射 代替 映射 考察 由 公式 (6.27) 给 出 
的 按照 参数 1(0<1<1) 的 同 伦 
Wi =2 +t( a 12 20 + "+ G020) ,Wo = (6.27) 


在 t=0 时 ,得 到 简单 的 映射 


0 三 攻 ,Wo = 四 (6.28) 
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在 局 部 坐标 w=w,/wo,z=zi/zo 中 , 它 的 形式 为 w =z* ,并 且 , 比 方 说 点 w=1 是 正 
则 点 . 事实 上 ,应 该 计算 映射 (6. 28) 的 Jacobi 行列 式 . 在 z 关 0 时 , 它 等 于 12 1? 
>0. 

由 于 方程 z =1 恰好 具有 n 个 解 ,所 以 (6. 28) 的 映射 度 同时 也 是 (6. 26) 的 映 
射 度 ,都 等 于 n:degf=n. 假如 多 项 式 P 不 存在 根 ,这 就 是 说 点 w =0 不 属于 映射 了 
的 像 . 于 是 映射 :CP(1) 一 CP(1) 存 在 具有 原 像 为 空 集 的 正则 点 (w =0) , 即 映射 / 
的 映射 度 为 0. 这 矛盾 证 明了 定理 成 立 . 


6.3.3 形式 的 积分 
定理 3 设 /:M, 一 M, 是 定向 , 紧 致 ,连通 流 形 的 光滑 映射 ,w 是 外 微分 形式 ， 
degw = dimM, = dimM,. 则 
六 = deg 太 人 (6.29) 
证 明 ”因为 公式 (6. 29) 左 边 和 右边 部 分 关于 w 是 线性 的 ,所 以 对 其 支 集 在 点 
Qe M, 的 一 个 小 邻 域 U 中 的 形式 w 证 明 公 式 即 可 . 我 们 考察 所 有 邻 域 U 由 正则 点 
组 成 的 情形 . 原 像 广 '( 0) 由 有 限 个 开 集 的 并 f"'(U) = U WV 组 成 ,在 每 一 个 开 集 
中 ,映射 都 是 微分 同 胚 . 由 于 suppf” (w) c 广 (2) ,所 以 


人 六 (= |orCo= > hf lw) 
EE 5 Cm (md 
[5 (sgngf [1)] | 
=[ 六 se(P)] w=deef* 人 


Peto) 
在 一 般 情况 下 , 若 邻 域 U 也 含有 非 正则 点 时 ,就 按 Sard 定理 取 另 外 的 邻 域 
Uo, 它 也 仅 由 正则 点 组 成 . 不 失 一 般 性 可 以 认为 ,无 论 是 U 还 是 Uo 都 与 开 圆 盘 微 
分 同 胚 于 是 存在 流 形 M, 的 微分 同 胚 族 w,, 将 连续 地 将 开 集 U 变 为 开 集 Uo , 即 
po(U)=U,p (UV)=U. 
这 就 是 说 形式 w=qo(w) ,woi =p1(w) 是 同 伦 的 , 即 按 Stokes 公式 给 出 相同 的 积分 
值 . 


6.3.4 超 曲 面 的 Gauss 映射 


考察 欧 氏 空间 R" 中 的 超 曲面 W,dimM =n -1, 它 由 方程 F(z) =0 给 出 ,gradF 
x0. 这 时 ,在 流 形 M 上 也 就 确定 了 黎 曼 度量 |8y| ;体积 形式 Vigldy 人 … 人 四 ， 
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其 中 1g1 = det1 gy1;Gauss 曲率 K = 玉 (y',…,y"). 我 们 定义 新 的 形式 Kar = 
ROY ,六 ) VigTdy' 人 … 人 人 dy", 称 它 为 超 曲面 的 曲率 形式 . 此 外 ,对 超 曲面 
1 ,定义 光滑 映射 户 M 一 S CR" , 它 使 每 一 点 尸 对 应 于 它 的 法 向 量 . 这 个 映射 称 
为 球面 表示 或 球面 映射 . 设 2 是 球面 $ ' 上 的 体积 形式 . 

定理 4 对 超 曲 W 的 球面 表示 广 凡 一 S"… ,在 球面 5”' 上 的 体积 形式 如 的 原 
像 等 于 超 曲面 WM 上 的 曲率 形式 : 广 Q= Kdo 

证 明 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 ,在 点 Po es 的 邻 域 中 , 流 形 M 是 函数 x" = 
Ar sx") 的 图 像 ,而 在 点 P = (0,…,0) 流 形 M 的 法 线 平行 于 Ox". 这 时 ,在 点 
Pi, 歼 曼 度 量 为 单位 矩阵 形式 : g; =5 那么 ,在 点 Po 的 Gauss 曲率 为 = 


dl 各 扫 ) 在 球面 8 CR 上 ,点 的 Pi) = (0,…,0,1) 的 邻 域 中 ,选取 坐标 (!， 


…,%" ) 作 为 它 的 坐标 . 这 样 ,球面 5”' 上 在 点 了 Po) 的 度量 也 具有 对 角形 式 gy = 
6 于 是 球面 上 在 点 人 Po) 的 形式 Q 等 于 人 2=dx' 人 … 人 du 现在 来 计算 球面 映 
射 , 流 形 M 的 切 空间 由 切 向 量 


1 0 0 
0 ， 
0 和 
ns| :brs=| ,r= 
: 0 
让 : 
0 1 1 


-1 
形式 人 在 球面 映射 下 的 原 像 可 在 dr 的 位 置 用 法 向 量 m 的 坐标 的 微分 代替 而 得 到 
广 (DO) =d a A--Ad | 
VI te tf I +f te tf 
进行 计算 并 注意 到 函数 /的 一 阶 偏 导数 在 点 Po 等 于 0,f,(Po) =0; 所 以 


3 
f° (0) =d( 寺 三 jw A Ne"! = Kdo. 


定理 3 证 毕 . 
作为 推论 ,我 们 得 到 周知 的 Gauss-Bonnet 定理 . 
定理 5 设 人 是 RR? 中 闭 的 紧 致 曲面 , 则 [Kdo =4mA, 这 里 人 是 某 个 整数 
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证 明 应 用 定理 3 和 定理 4 
| Kio= [f° (0) = (dg) [, 0=4n: degf 


第 七 章 ” 黎 曼 几 何 的 简单 变 分 问题 


7.1 泛 函 的 概念 ” 极 值 函 数 ”Euler 方程 


变 分 问题 是 重要 的 一 类 数学 问题 , 主要 来 源 于 一 般 的 数学 和 物理 的 运动 和 稳 
定性 问题 . 比方 说 ,我 们 看 到 的 测 地 轨 线 就 是 相应 的 变 分 问题 的 解 . 
我 们 从 泛 函 和 它 的 变 分 的 一 般 概念 开始 . 我 们 已 经 了 解 “ 泛 函 ” :每 一 个 光滑 


曲线 段 y(4) 与 它 的 长 L(y) = [ 1y1dt 相对 应 , 这 个 对 应 y(1) 一 (Y(t) ) 已 经 不 


是 通常 的 "函数 "了 ,因为 " 自 变量 "在 这 里 是 任意 的 光滑 曲线 . 这 个 对 应 ;yl(y) 
是 定义 在 光滑 曲线 y(:) 的 空间 上 的 非 线性 泛 沙 的 重要 例子 . 我 们 推广 这 个 例子 . 

在 R' 中 ,考察 具有 光滑 边界 3D 的 有 界 区 域 D; 设 w ,…,w' 是 笛 卡 儿 坐 标 . 考 
察 刀 上 所 有 可 能 的 光滑 向 量 函 数 扰 im…, 迪 ) = ) =(f (ww ) (we)) 区 
域 也 称 为 参数 号 ,…, 必 变化 的 范围 . 设 给 出 两 个 函数 :和 f'(w)| 和 |g'(u*)| ,1<i 
<n; 这 时 对 任何 数 a。 和 4 确定 了 向 量 聘 数 af +bg = |af'(w)+be'(u*)|.D 上 的 
所 有 光滑 的 向 量 函 数组 成 无 限 维 线性 空间 F. 我 们 所 考察 的 正 是 这 个 空间 正中 的 
各 种 泛 函 . 向 量 函 数 fe 严 就 是 泛 函 JLP] 的 “ 自 变量 ”. 

定义 1 连续 映射 J: F 一 R' 称 为 空间 (或 它 的 子 集 ) 上 的 泛 函 人 如 果 
J[af +bg] =aJLf] +bJLgj, 则 称 泛 函 J 为 线性 的 . 

附注 设 吕 是 直线 上 的 线段 :w=tf(1) = (用 (2),f*() ,f(1)) 一 一 向 量 本 
数 , 即 f(t) =y(#) 定 义 了 RR 中 的 曲线 ,这 里 下 是 所 有 这 种 曲线 的 空间 . 考察 积分 


J = 人 70D 二 = [WD Ig, 即 曲线 1() ,0<t<1 的 长 .这 个 泛 函 不 是 线性 
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设 给 出 依赖 三 组 变量 :we,1<B< 夺 天 ,1sisni0 ,1<ask,1<i<n 的 光滑 函 
数 L(2w;p';95). 称 这 个 函数 为 Lagrange 函数 . 设 f= |/'(w) | 是 光滑 的 向 量 函数 ， 
定义 在 DCR* 上 . 作出 泛 函 让 
J[f] = hE’ (8) fi (ws) )do', 


这 里 ,| 表示 在 维 区 域 D 上 的 多 重 积分 |---| 取 维 体积 ,do =de' 人 .… 人 dst 是 
万 
六 中 的 不 维 体积 元 素 ./。 (e) = cx) 是 偏 导数 把 J[ 放 简略 地 写 为 :J[/] = 


hel fen) do 这 样 的 一 类 泛 函 实际 上 包涵 了 力学 和 物理 中 富有 内 容 的 泛 函 


例子 
考察 弧 长 泛 函 


JIf] = [ 1y(2) 1dt= [ sy 0)) ELD Et, 


即 ft) =y(0 = (x (1) ,xw"(1) );y(4) 是 具有 歼 显 度 量 g, 的 n 维 流 形 中 的 光滑 
曲线 ,Lagrange 函数 为 

diw pa = VB ) a. 
对 平面 曲线 y(1) , 它 以 方程 y=f(x) 给 出 , 则 有 

Lf.) = VI+f. 

这 个 泛 函 同样 也 可 定义 在 光滑 流 形 M* 中 的 曲线 上 . 通常 ,我 们 考虑 曲线 的 小 的 邻 
域 ; 从 而 事情 就 转移 到 配 有 黎 曼 度量 ( 一 般 是 非 欧 氏 的 )k 维 欧 氏 空 间 的 某 个 区 域 
中 , 同时 ,给 出 曲线 的 向 量 函 数 的 加 法 可 以 仅 在 固定 曲线 的 某 个 邻 域 中 实现 . 


另外 的 例子 :面积 泛 丁 J(f) = VEG-Fdudv 这 里 f= (z (uo) ;2 (0); 


(usa) ) 是 Re 中 二 维 划 面 , 带 有 诱导 度量 da = Bi + aFdudy + Cao 
L=Lf,) = VEG-F = VOSS) -Sf 
可 以 考察 面积 泛 函 的 另 一 种 形式 :J[f] = 】 WEI+73 +f7drdy, 这 里 的 D 是 R*(x,y) 
中 的 区 域 if(x,y) = (xy,z(z;y)), 即 向 量 函 数 /由 图 形 :=7z, 疙 给 出 ;这 里 
La) = V1+ 近 + 可. 这些 向 量 函 数 的 加 法 就 是 这 些 函 数 在 R 中 D 上 的 图 形 的 
加 法 . 但 是 , 远 远 不 是 每 一 个 R? 中 的 曲面 都 可 由 单 值 函 数 的 图 形 给 出 的 . 
我 们 首先 感 兴趣 的 是 泛 函 J(7) 的 “临界 点 ”. 我 们 从 类 似 于 通常 的 函数 着 手 ， 


取 一 个 或 两 个 变量 的 函数 :a(1) 或 a(u,v). 在 很 大 的 程度 上 ,函数 a(t) 或 a(w,v) 
的 状态 决定 于 a (1) =0( 或 a,(w,w) =0,a.(uwo,wm) =0) 的 点 的 位 置 和 数目 , 即 ， 
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使 grad(a) =0 的 点 的 位 置 和 数目 . 使 grad(a) =0 的 这 些 点 称 为 函数 a 的 临界 点 或 
驻 点 . 例如 ,关于 函数 a=a(t) ,这 样 的 点 是 极 大 点 , 极 小 点 和 拐点 (图 7. 1). 如 果 a = 
Qa(w,v0) ,那么 在 使 gad(a) =0 的 点 中 ,包含 了 极 大 点 , 极 小 点 和 鞍点 (图 7.2). 


图 7.1 图 7.2 


例如 ,在 物理 学 和 力学 中 ,在 这 些 点 , 势 函数 有 极 值 ,这 与 系统 (稳定 的 或 非 稳 
定 的 ) 的 平衡 位 置 相 适应 . 

类 似 地 ,在 研究 J[f] 时 ,对 寻求 那些 稳定 的 向 量 函数 月 给 予 极 大 的 注意 ,稳定 
的 向 量 函数 记 , 就 是 在 广泛 函 达到 极 大 \ 极 小 或 具有 “鞍点 ”. 为 把 问题 说 得 更 准 
确 ,必须 了 解 什么 是 泛 函 了 在 某 一 点 fe 严 的 "方向 导数 ". 如 已 经 指出 的 那样 ,对 函 
数 (wz) ,我 们 感 兴趣 的 所 有 的 极 值 点 是 方程 grad (a) = 0 的 解 . 如 果 在 点 (wo) 
EG, 给 出 了 某 个 方向 (向 量 )a = (a ,ao ) ,那么 函数 a(u,v) 关 于 方向 a 的 导数 
为 


da 290 


和 co) =a! 机 =(a,grad(a))》 


(参看 图 7.3). 由 此 得 到 当 且 仅 当 邮 eu,m) =0 对 点 


(ww,w) 的 任何 方向 a 成 立时 ,grada(u,m) =0. 关于 
方向 a 的 导数 可 以 这 样 计算 


aliml [a(u +ea',v+ en’) -a(u,v)], 


da 
其 中 a = (a' ,a?) ,s 是 参数 ; 即 


aliml [a + sq) -a(u)], 


其 中 w= (u,v) 是 点 在 区 域 6 中 的 向 径 . 我 们 也 就 是 把 这 样 的 关于 方向 导数 的 概念 
推广 到 泛 函 /[ 了 1 的 情形 . 

考察 “点 "fe 下, 并 考虑 函数 9 e 所 ,足够 小 ,并 且 使 1 二 0. 这 样 的 函数 尹 称 
为 了 的 摄 动 . 我 们 使 点 了 位 移 到 点 f+ em( 参 看 图 7. 4). 函数 给 出 了 “点 "f 的 “位 
移 方 向 ” ,与 通常 的 函数 情况 不 同 点 在 于 现在 的 “方向 "有 无 穷 多 个 


i sl A 
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其 次 , 像 通 常 函数 一 样 ,我 们 作 下 面 的 表示 式 : 


十 (JLf+en] -J[/]). 关 于。 取 极限 时 ,得 到 用 
/UN] -bin Lf+en] -U1) Ad 
表示 的 数 ,并 且 很 自然 地 称 它 为 “ 泛 函 J 在 点 f 按 方 
向 六 的 导数 ”. 类 似 于 通常 函数 运算 的 进一步 发 展 ， 明王 “和 me 相 
我 们 还 给 出 一 个 自然 的 定义 . 

定义 2 对 任意 的 摄 动 ,9 | w=0, 若 各 J[ 太 ] 
=0, 则 称 函数 广 < 为 泛 函 J[7] 的 稳定 ( 极 值 、 临 图 7.4 


“ 界 ) 函数 . 
把 泛 函 /表示 为 上 的 “图 形 " 的 形式 是 方便 的 (图 7.5). 如 果 fe FF 是 固定 


的 ,那么 函数 的 集合 f+ en,n | ao =0, 可 以 等 同 于 线性 空间 7, 把 泛 函 限制 在 7 
上 , 这 些 * 点 "(这 里 其 10) =0 对 任何 儿 成 立 ) ,是 泛 函 J(f) 限 制 在 子 空间 TCF 


上 的 极 小 点 , 极 大 点 或 “鞍点 ”. J 在 7 上 限制 的 运算 是 清楚 的 :我 们 讨论 使 f 在 境 
界 3D 上 不 改变 的 摄 动 9 时 的 状况 . 例如 ,在 图 7.6 中 ,曲线 的 端点 固定 在 点 4 和 
B:n(A) =n(B) =0. 


图 7.5 图 7.6 


我 们 导出 关于 微 商 吕 J[/] 的 公式 . 这 个 表示 式 通常 称 为 J[/] 的 第 一 变 分 
设 林 =J[f+en] -J[f]; 这 时 
6] = | [LLCs f° + ans fos + nie) -Ci fin) Jdo’ 
把 被 积 式 用 Taylor 级 数 展开 ,得 到 
o1=[| > en + > 总 + 0(s)]ao’ 


7.1 远 函 的 概念 ” 极 值 函数 Euler 方程 215 


和信 
2) = Cx Ec ac +e 六 全 区 六 ))rao + [os)aot. 


a 


因为 所 有 的 本 数 都 是 光 少 的 ， 所 以 第 一 个 积分 中 关于 u" 的 积分 可 以 与 关于 其 他 变 
量 w(1<i<n,ia) 的 积分 分 开 来 ,根据 改变 积分 次 序 的 定理 ,给 出 


由 襄 ( 芝 wu]eor 


“,… ,Ww (不 包含 变量 ww) 可 以 看 作 参 数 ， 


[说 (党 ?Jo -| 


(参看 图 7.7). 因为 在 | 中 ,变量 由 ，…， 
所 以 


[六 (党 ja 
ys [Oo -PP) do ! =0, 
这 是 因为 了 了 (P) = 了 (0) =0,P,0e 9D 的 缘故 于 是 
51 = YE -总 Pel 汐 ]]we + hee 
由 此 ,因为 9Jo(s)aot = 0 ,所 以 
gr -he 
设 及 是 /的 稳定 卫 数 那么 对 任意 的 孙 数 (|. = 0 满足 等 式 
EXE 
从 分 析 教程 中 知道 ,上 式 就 意味 着 
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了 六 -日 | 此 总 
af 加 = Vhs 

此 微分 方程 组 称 为 泛 函 [的 Euler 方程 . 由 此 证 明了 重要 的 定理 . 
定理 1 函数 及 eF 为 儿 有 的 极 值 (稳定 ) 函数 的 充 要 条 件 是 它 满足 Euler 


方程 
7.2 ， 测 地 线 的 极 值 性 


我 们 定义 测 地 线 是 这 样 的 轨 线 : 沿 着 轨 线 平行 移动 保持 轨 线 的 速度 场 不 变 . 在 
黎 昌 流 形 的 情形 下 ,还 有 一 个 重要 的 特性 ,这 个 特性 同样 可 以 作为 测 地 线 的 定义 . 
原来 , 测 地 线 是 ”“ 像 "长 度 泛 函 那样 的 所 谓 演算 泛 函 的 极 值 轨 线 . 

设 M" 是 具有 度量 5 的 歼 曼 流 形 ,*' ，…,x" 是 局 部 坐标 ;雪线 y(1) 可 以 这 样 给 
出 :7(0) = (2 (wx"(D)3 可 以 取 闲 区 间 T= [0,1] 作 为 区 域 及 我们 考察 具有 
固定 始点 和 终点 的 轨 线 ;7(0) =P,y(1) = 0,P,QesAM 


定义 1 泛 函 
L(y) = [17 dt =[ VE) ed 
称 为 轨 线 的 长 度 泛 函 . 泛 函 
E(y) = [ T7ylzd = [ezar 
称 为 轨 线 y(1) 的 演算 泛 函 . 


引 理 1 不 等 式 必 <E 成 立 . 
证 明 对 函数 /(t) =1,g(t) =17(t) 1 应 用 有 名 的 Schwarz 不 等 式 
(fa < ([fa)([ ea) pF 
得 到 (L(y)) "<E(y) ,而 且 仅 在 g(t) 是 常数 函数 时 等 式 成 立 , 即 当 且 仅 当 参 数 1 
与 弧 长 成 比例 时 等 式 成 立 . 引 理 证 毕 . 

我 们 来 考察 泛 函 EE 和 4 的 极 值 . 

定理 1 与 弧 长 5 成 比例 的 :为 参数 的 测 地 轨 线 7( 是 演算 泛 画 E(y ) 的 极 
值 函数 . 车 初始 点 P 的 初始 条 件 1y(0) 1 =1; 则 参数 :唯一 地 确定 并 且 是 自然 参 
数 , 即 与 弧 长 一 致 . 

证 明 这 里 ,我 们 考察 参数 形式 的 轨 线 , 即 两 条 相同 的 曲线 ,但 具有 不 同 的 参 
数 ,就 看 作 不 同 曲线 , 由 7. 1 节 的 定理 1, 泛 函 E(y) 的 极 值 满足 Euler 方 程 ,现在 的 
情况 下 为 

站- 量 [ 邓 = 0, 1<k<n; 
Ee 
Lagrange 上 等 于 L(x' ,xv) =gs(x)zx'v. 通过 计算 ,得 到 
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AL _ gs. a E 
Wi; =2g0r; 
BM di Ge “Bh 


村 
A = F280 


ye 本 一 2 TY -280 =0; 

Bi 人 My — Mp2y) =0; 
+ 0 De -j= 0; 
即 刀 +TYxw =0. 于 是 Euler i 致 . 定理 证 毕 . 

泛 函 BE(y) 的 极 值 取决 于 作为 参数 形式 轨 线 的 Euler 方程 , 如 果 在 测 地 线 上 作 
变换 ,那么 一 般 说 来 ,这 个 轨 线 不 再 是 测 地 线 . 

定理 2 ”由 测 地 轨 线 用 任何 参数 的 光滑 变换 所 得 到 的 光滑 轨 线 y(1) 都 是 泛 函 
4(7Y) 的 极 值 函数 , 特别 , 泛 函 E(Y) 的 任何 极 值 (参数 形式 的 测 地 线 ) 都 是 L(y) 的 
极 值 ,但 反 过 来 不 成 立 . 

证 明 考察 关于 L(y) 的 Euler 方程 , Lagrange L 具有 形式 L(x,x) = Vgox*. 
我 们 得 到 


1 
所 (gp) pA 7 让 (ea2)] =0. 
设 y(1) 是 这 组 方程 的 解 . 因为 y(1) 是 光滑 曲线 ,所 以 在 其 上 可 以 引进 自然 参数 := 
“这 时 ,1y(s) 1 =1; 于 是 ,Eoler 方程 变 为 

起 (ei%) (站 (ei2)) =0 

由 定理 1, 这 些 方程 与 测 地 线 的 方程 一 致 . 于 是 ,如 果 在 任何 L(y) 的 极 值 上 引进 自 
然 参 数 ,就 得 到 测 地 线 . 相反 , 设 y() 是 M" 上 的 任意 测 地 线 ;由 前 面 所 述 , 它 是 
L(y) 的 极 值 . 设 s=s(t) 是 y(s) 上 的 任意 的 光滑 参数 变换 ;那么 ,因为 在 参数 作 光 
滑 变换 时 弧 长 不 变 ,从 而 L(y(s) ) =L(y(s(6) )) ,于 是 Y(s(2) ) 仍 是 工 的 极 值 . 定 
理 证 毕 . 

测 地 线 是 两 个 泛 函 和 EE 的 局 部 极 小 : 换 旬 话说 ,如 果 考 察 测 地 线 y 的 小 的 
摄 动 攻 ,这 里 的 支 集 同样 是 小 的 ,那么 新 的 轨 线 y + 刀 将 具有 不 少 于 7 的 长 度 . 我 
们 来 更 确切 地 阐述 这 个 问题. 考察 紧 致 黎 曼 流 形 MM'; 根 据 第 五 章 的 结果 ,存在 s > 
0, 对 半径 为 s 的 球 D; 中 任意 一 对 点 P,0, 有 唯一 的 一 条 全 部 都 在 这 个 球 中 的 测 地 
线 联结 这 两 点 . 

定理 3 设 及 是 上 面 所 指 的 球 ,并 设 y:[0,1]_*M" 是 联结 D; 中 两 点 长 度 小 
于 的 测 地 线 ; 设 w: [0,1]-M" 是 任意 的 联结 这 两 点 的 另外 的 光滑 道路 的 弧 ( 道 
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路 也 可 以 是 取 逐 段 光滑 的 ). 那么 ,L(w) L(y) ,而 且 等 号 仅 当 点 集 y[0,1] 和 
w[0,1] 一 致 时 成 立 ( 即 当 这 两 条 道路 作为 M" 的 光滑 曲线 而 重合 ). 在 这 个 意义 
下 , 测 地 线 y 是 联结 P 和 0 的 最 短 道路 . 

我 们 略 去 定理 的 证 明 . 

推论 1 设 w: [0,s] 一 M" 是 光滑 轨 线 ,以 自然 参数 为 参数 ,并 设 从 Po =w(0) 
到 w(s) 的 长 不 超过 任何 其 他 从 Pu 到 w(s) 的 道路 的 长 . 则 w 是 测 地 线 . 

结论 可 从 定理 3 立即 得 到 . 

定义 2 测 地 线 y: [a,b] 一 M" ,如 果 它 不 长 于 任何 联结 它 的 端点 y(a) 和 y(5) 
的 光滑 道路 , 则 称 y 是 极 小 的 . 

根据 定理 3 ,任何 足够 小 的 测 地 线段 是 极 小 的 . 同时 ,长 的 测 地 线 可 能 不 是 极 
小 的 . 例如 ,我 们 以 前 已 经 证 明了 球面 5* 的 赤道 是 测 地 线 . 考察 它 的 在 图 7. 8 中 所 
指出 的 一 段 SNP. 很 明显 , 测 地 线 SNP 不 是 极 小 的 ,因为 Pas 较 SNP 短 . 

联结 " 较 远 的 " 两 点 已 和 @ 的 极 小 测 地 
线 可 能 不 是 唯一 的 . 例如 ,二 维 球面 的 南极 和 <\ 多 N 
北极 , 可 用 无 限 多 条 极 小 测 地 一 一 子午 
线 一 一 联结 . 的 

作为 定理 3 的 推论 ,我 们 来 指出 在 不 计 
算 Christoffel 记号 时 ,如 何 找 出 n(n 是 任意 
的 ) 维 球面 5" 上 的 所 有 测 地 线 . i 

推论 2 标准 度量 的 球面 5", 所 有 的 赤道 
( 即 5" 与 过 球 心 的 二 维 平面 的 平面 截 线 ) 是 测 地 线 , 并 且 只 有 这 些 测 地 线 . 

证 明 考察 任意 的 与 球面 5" 交 于 赤道 y 的 二 维 平面 R*. 设 g 是 保持 R? 不 变 
的 R" 中 的 反射 . 这 时 ,有 等 长 g: 5" 一 5", 它 的 不 动 点 集合 正好 与 赤道 y 重合 . 设 P 
和 0Q 是 yY 上 足够 邻近 的 两 点 ,可 用 唯一 的 极 小 测 地 线 w 联结 它们 (参看 定理 3). 
因为 g 是 等 长 ,所 以 通过 相同 的 两 点 已 和 @ 的 曲线 g(w) 同样 是 联结 已 和 V@ 的 测 
地 线 ;因此 ,w=g(w) , 即 包 =y 是 测 地 线 . 所 以 证 明 与 二 维 的 情形 二 样 ,没有 任何 
其 他 的 测 地 线 :过 球面 5* 的 任何 点 ,在 任何 方向 的 测 地 线 通 过 赤道 . 推论 证 毕 . 

类 似 地 可 以 证 明 ,在 旋转 曲面 上 ,任何 经 线 都 是 测 地 线 ( 但 是 ,这 里 有 另外 的 
测 地 线 ). 

现在 ,考察 紧 致 的 黎 曼 流 形 , 并 设 P 和 Q 是 任意 两 点 ;用 02(P,0) 表 示 所 有 联 
结 P 和 0Q 的 光滑 曲线 y 的 空间 ; 在 此 空间 上 定义 了 两 个 泛 函 和 上 (参看 上 面 所 
述 ). 我 们 定义 和 0 之 间 的 距离 p(P,0) 为 联结 这 两 点 的 光滑 曲线 长 的 下 确 界 . 

命题 1 设 P 和 0 是 流 形 上 两 个 足够 邻近 的 点 ,相互 之 间 的 距离 为 4, 则 演算 
泛 函 :Q2(P,0) 一 R,d 在 联结 点 已 和 @ 的 极 小 测 地 线 上 达到 绝对 值 的 极 小 值 . 

证 明 设 y 是 极 小 测 地 线 ,y(0) =P,y(1) = Q, 根 据 引 理 1;5(7)= 忆 (7) < 
个 (w)<E(w) ,这 里 的 由 是 已 到 @ 的 光滑 曲线 . 等 式 己 (wo) = 忆 (7) 仅 在 ww 也 是 


s 
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极 小 测 地 线 ( 也 可 能 , 换 一 个 参数 ,精确 到 成 比例 的 变换 ) 时 成 立 . 同时 , 等 式 
个 (w) =E(w) 仅 当 参 数 与 弧 长 成 比例 时 成 立 . 由 此 ,E(y) <E(w) 当 w 不 是 极 小 
测 地 线 时 都 成 立 . 命题 证 毕 . 


7.3 极 小 曲面 


在 第 四 章 我 们 已 经 熟悉 了 极 小 二 维 曲面 , 即 它 的 平均 曲率 刀 等 于 0. 它们 是 面 
积 泛 函 的 极 值 . 

考察 n -1 维 体积 泛 函 , 它 定义 在 紧 致 的 超 曲 面 上 ,这 个 超 曲 面 以 光滑 函数 x" 
=/(x',…,x"!) 的 图 形 表 出 ,定义 区 域 为 R(x',…,x"…') 中 的 区 域 D. 设 D 有 光 
滑 的 境界 9D, 且 是 有 界 的 (图 7.9). 从 第 五 章 中 已 经 知道 ,n -1 维 的 体积 可 表示 为 


f(x ,1) 


IR"- el, 1) 


图 7.9 


Vol(V”') = hb /te > fo)? dreedr™!, 


其 中 /= 站 因为 Lagrange 有 形式 


ZU fa) = 1+ TU) ， 


(1) 


考察 超 曲面 六 , 它 是 z-1 peep 因为 体积 是 数量 , 它 不 依赖 于 曲 
面 上 的 坐标 的 选择 ,所 以 可 以 选择 适当 的 坐标 设 Pe WV! ,假设 R(x,…,x"!) 
= To , 即 取 具有 笛 卡 儿 坐 标的 切 平面 作为 坐标 平面 ;把 所， 局 部 地 表示 为 函数 
六 = ea 图形, 

定理 1 超 曲 面 W "CR", 当 且 仅 当 它 的 平均 曲率 恒 等 于 0 时 ,是 n-1 维 体 
积 泛 函 的 极 值 . 


所 以 Euler 方程 为 
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证 明 我 们 对 n=3 时 的 情形 进行 演算 ,因为 对 任意 的 n 时 ,演算 可 类 似 地 进 
行 ,对 由 CR ,我 人 有 


Cre 2 re 


fll #15) -ffs +fs(1 +72) =0. 
从 第 四 章 知道 ,这 个 方程 与 方程 #=0 是 一 致 的 . 
考察 R 中 的 曲面 ,由 r( wz) =(x(w,v),y(w,v),z(4,0) ) 给 出 . 这 时 面积 
泛 函 表示 为 (参看 第 五 章 ) 5[r] = | ，，VEG - Fidudo. 设 (w,4) 是 共 形 参数 , 即 


在 此 参数 下 ,在 路 上 的 度量 有 形式 
Es6C= (rn) =(P rE = 


微分 后 ,得 


于 是 
SEr] = | (r,s7.) r,sn,) ) tdudo. 

直接 计算 , 知 Euler 方 各 为 (得 + 六 jun) =0, 于 是 r 是 关于 坐标 (u,v) 调 和 的 
向 量 函数 

我 们 说 明 ,Lagrange 上 在 变形 时 ,所 有 的 偏 导数 都 看 作 是 独立 的 . 

考察 团 盘 D*(u,v) 到 R’ 的 光滑 映射 的 无 限 维 空间 F. 在 F 上 定义 了 非 线性 泛 
函 S[r]; 它 的 极 值 “点 "( 即 向 径 r(u,v) ) 可 叙述 如 下 ; 

定理 2 平均 曲率 等 于 0 的 向 量 r(v,z) 是 S[] 的 极 值 向 量 ,并 且 也 仅仅 这 些 
向 量 是 它 的 极 值 向 量 . 

这 个 定理 可 由 定理 1 得 到 . 现在 , 除 S[r] 外 ,还 有 一 个 泛 函 ( Dirichlet) D[r] = 
} | 《BE + G)dud . 我们 来 比较 泛 西 D 和 5 的 极 值 “点 ”. 


2 ow) 
2 2 
定理 3 关于 (w,?) 是 调和 的 向 量 , 即 ( 2+ 2]r(u,z) =0 的 向 量 r(w,z) 是 
Dirichlet 泛 函 的 极 值 向 量 ,并 且 它 的 极 值 向 量 也 仅 有 这 些 . 
证 明 Euler 方程 为 孔 中 ] + 名 (总 ) =0, 这 里 的 2= 《rr》 + 《rr,), 即 
= 台媒 大 + 六 + 右 + 如, 汪 即 AC7) =0, 这 里 A= 光 + 定理 证 毕 . 


坐标 (u,v) 对 某 个 向 径 可 能 是 调和 的 ,但 对 用 这 些 向 量 表示 的 曲面 上 的 诱导 
度量 不 是 共 形 的 . 现在 ,我 们 考察 特殊 的 调和 曲面 ,在 此 曲面 上 ,调和 坐标 同时 又 是 
共 形 的 , 即 E=6,F=0. 这 时 ,这 个 曲面 是 极 小 的 . 

我 们 简明 陈述 下 面 的 定理 而 不 加 证 明 . 


7.4 变 分 法 和 辛 几何 221 


定理 4 设 4CR' 是 极 小 曲面 , 即 有 零 平 均 曲 率 . 那么 , 当 它 的 具有 充分 小 的 
支 集 的 任何 光滑 的 足够 小 的 摄 动 都 不 减少 曲面 的 面积 , 


7.4 变 分 法 和 辛 几何 


设 7.M" 是 流 形 Mr 的 切 从 , 即 2n 维 光 清流 形 ,1 (xz,a)| ,ss M",ae TH1 ,是 
它 的 点 , 设 P,0 eM",02(P,0) 是 联结 P,Q 的 所 有 光滑 曲线 的 空间 . 在 M" 上 引进 
了 局 部 坐标 xz ，…vx ,在 此 坐标 中 , 轨 线 表示 为 Y(D) = (万 (0 (0 ),Y(0) = 
1/.y(1) =Q; 我 们 考察 泛 画 1[y] = [ L(x, 二) 直 , 这 里 的 是 两 组 变数 的 光滑 函 
数 , 即 L(x,a) 是 T.M" 上 的 函数 . 

定义 1 具有 下 列 分 量 的 共 变 向 量 p= 站 称 为 冲 量 p=(p,) ,1 <i<n 函数 
E(x,%) =xp, -L(x,*) 称 为 能 量 已 

可 把 能 量 看 作 7, M" 上 的 函数 , 即 E(x,a) = wp -L(x,a). 重要 的 例子 : 
Ls 各 = 六 ;由 此 ,pi = 如 =agy 六 , 即 p 是 共 变 向 量 , 它 是 速度 向 量 a = 关于 
度量 8, 的 对 侦 的 向 量 . 能 量具 有 形式 

E(x,4) =i'agyt ~ gut’ t=’ Ys 

即 为 “动能”. 

设 是 李 群 ,光滑 地 作用 在 M" 上 ( 即 每 一 个 元 素 5 多 都 可 用 M" 上 的 微分 
同 旺 来 表示 ) ;我 们 考察 下 面 的 例 : =R' 是 实 直线 ( 对 加 法 构成 群 ). 这 个 作用 (对 
5=R ) 产 生 了 Mr 上 向 量 场 :X(mn) = 是 & (5) | ,这 里 ,轨道 Am) = (0) 
(加 ) = 加 多 在 M" 上 的 作用 产生 了 多 在 7.j1” 上 的 作用 ,其 公式 为 8.: (xz,a) 
一 (&(z) ,dg,(0)). 

定义 2 如 果 多 作用 在 7.M" 上 ,函数 L(x,a) 变 为 自身 , 即 

L(g(#) dg(a)) ==L(z,a);(za) eT.M', 

则 称 Lagrange 泛 函 Z(x,a) 在 多 作用 下 保持 不 变 (关于 是 不 变 的 ). 

保持 的 条 件 为 & =0, 经 过 微分 ,得 到 


(参看 上 面 所 述 ) 我 们 求 出 归 . 考察 4 和 切 雏 线 p(r) = (ztr)) ,使 < = 经 | 


在 沿 g(*) 有 小 的 位 移 At 时 ,函数 * 变 为 函数 x +XXAt( 忽 略 掉 阶 数 高 于 1 的 小 


i 2 | 4 
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量 ), 由 此 得 到 
此 dx' 时 


dx' 
HE rt AL 


Wa + aa At， 即 维 = 2 其 次 ,gu(z2) = 1x + 和 Ar 
4 :1 0X 
六 (ee)) (Mt) = 
J= ( 几 ) 是 Jacobi 矩阵 . 由 此 


a pa: =a + WatAt. 
于 是 
和 e+ 六 soo, 
我 们 就 证 明了 下 面 命题 . 
命题 1 在 群 G=R' 站 Lagrange L(*,a) 保 持 不 变 的 解析 条 件 为 
+ Xo 
关 Toa or 


这 里 ,(«,4) 是 独立 变量 ,而 六 是 群 G= R' 作用 的 速度 向 量 场 
我 们 引进 沿 着 泛 函 7 的 极 值 所 谓 的 冲 量 射 影 保持 法 则 . 考察 | L(x,) dt = 


J .并 设 % 是 J[y] 的 极 值 , 即 Puler 方 程 组 2 - 六 中] = 0 的 解 ,这 里 用 表 


示 沿 着 极 值 的 时 间 . 如 果 “ 点 " 表示 关于 的 微分 ,那么 ,Euler 方程 可 改写 为 :站 


Pi, 这 里 p 是 冲 量 . 我 们 考察 缩 并 f(r) = (P, 丰 ) = x'p;, 这 里 AT) 是 沿 yo(r) 的 光 
滑 函 数 .f(T) 可 以 理解 为 在 向 量 浆 上 的 共 变 向 量 p 的 值 :f( +) = p(X). 

定理 1 存在 恒等式 :(f(7))°=0, 即 (p,X)°=0. 

证 明 由 命题 1, 我 们 有 


由 9L 0X 0L dx' 
“= x 
(Xpi)° = Xip, + Xp = 下 二 全 Da dr 
= 中 + et 0, 
Ox” aa 


这 就 是 所 要 求 的 . 定理 证 毕 . 

考察 我 们 的 例子 :L(x,*) = gjx' 江 , 这 时 沿 着 yo(7), 有 p; =28y*, 即 Xp, = 
2584X =< 针 ,Yo >= 常数 . 对 此 Lagrange, 极 值 是 测 地 线 (参看 7.2 节 ) ;特别 , 沿 
着 yo(z) 有 17o1 = 常数 ;由 此 ,1Xlcosa(7) = 常数 ,这 里 a(7) 是 向 量 昧 和 之 间 
的 角 ( 在 度量 gy 下 测量 ). 
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我 们 利用 这 个 结果 来 求 R 中 旋转 曲面 ji 上 的 测 地 线 问题 . 设 r(z) 是 光滑 函 
数 , 它 是 旋转 曲面 的 母线 , 即 曲面 是 由 曲线 y =r(z) 绕 0z 轴 旋 转 而 成 (图 7. 10). 设 
中 是 常数 的 旋转 速度 ,这 时 在 MP 上 产生 了 群 G= R' 的 作用 rut' 此 时 作用 的 速度 
场 球 有 模 1 下 | = rw. 由 上 面 的 证 明 ,对 有 2 上 任意 的 测 地 线 yo(z) ,满足 恒等式 : 
r(z)eos a(z) =C= 常 数 .于 是 ,证 明了 下 面 的 命题 . 


图 7.10 图 7.11 


命题 2 在 R 中 ,母线 为 r(z) 的 旋转 曲面 MP 上 , 沿 着 jf1 的 任何 测 地 线 
(rz) ,满足 恒等式 :r(z)eos a(z) = 常数 . 

考察 例子 , 设 r(z) = 常数 ;这 时 旋转 曲面 是 圆柱 面 ,并 且 其 上 的 测 地 线 是 把 欧 
氏 平 面 卷 在 圆柱 上 时 ,直线 的 像 (图 7. 11). 

设 r(z) 确 定 了 S:( 图 7.12). 测 地 线 是 赤道 . 

条 件 rz)ceos a(z) = 常数 是 测 地 轨 线 的 必要 条 件 ,但 不 是 充分 的 . 事实 上 , 若 
Y(r) 是 群 多 作用 的 轨道 ,那么 a(7) =0, 即 (p, 针 ) = 1X1lp1 = 常数 (在 旋转 曲面 
上 ) ,但 绝 非 总 是 测 地 线 . 例如 , 正 圆锥 和 它 绕 轴 的 旋转 (图 7. 13). 我 们 已 经 知道 ， 
锥 面 上 的 所 有 测 地 线 是 在 把 一 片 欧 氏 平面 卷 为 锥 面 时 ,直线 的 像 ; 很 明显 ,圆周 在 
锥 面 上 不 是 测 地 线 . 


非 测 地 线 测 地 线 (直线 ) 


图 7.12 图 7.13 


因为 沿 着 多 =R 作用 的 轨道 有 对 =0( 对 不 变 的 Lagrange) ,所 以 沿 着 员 x) 的 


轨道 局 部 地 可 调整 坐标 x", 这 时 (p,X¥)"=0, 等 价 于 p。=0,p, 是 冲 量 按 坐标 x" 的 射 
影 ; 换 句 话说 ,可 以 认为 , 冲 量 p 不 依赖 于 坐标 x”; 函数 工 也 不 依赖 于 这 个 坐标 
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我 们 来 证 明 所 谓 的 沿 着 极 小 " 点 "能 量 保持 不 变 的 规则 . 设 L(x,a) 是 Lagrange 
(关于 任何 一 个 群 的 作用 已 经 不 必要 是 不 变 的 ) ,并 设 m(z) 是 泛 函 J[7y] = 


(rdr 的 级 值 考察 能 量 已 =ip Lip = 2 , 设 了 = 8i 生 记 -U() ,其 中 函数 


Ca) 称 为 
定理 2 沿 着 泛 函 J[7] 的 极 值 yo(r) ,有 全 等 式 反 =0. 


证 明 我 们 有 
至 =(pa-D"， 
让 站 -a -2 
05 (7.1) 
dx ga Ox da 
这 是 由 于 Puler 方程 ,= 中, 按 定 义 p= 站 定理 证 毕 , 
我 们 引入 流 形 上 力学 的 Hamilton 量 的 最 简单 的 概念 
设 7.M' 是 流 形 上 的 切 从 ,配置 了 坐标 (x,a) ,L 是 7 了 ,M* 上 的 Lagrange 泛 函 . 
定义 3 Lagrange 泛 函 L(x,a) ,如 果 方 程 
p= 即 忆 = ,licn) 


对 任何 xeM" 有 唯一 解 a=a(x,p) , 则 称 L(x,a) 是 非 退 化 的 . 
与 7.M" 同时 ,我 们 同样 考察 切 丛 7" M", 即 2n 维 光 滑 流 形 ,(x,p) 是 它 的 点 ， 
这 里 pe 7T,M, 即 p 是 共 变 向 量 ,考察 能 量 
E(x,a) =pia' -L(x,a) = Sp 


其 中 p=p(*,a). 

我 们 表示 a =a(x,p) 并 代入 中 ;得 到 E 一 E(x,a(x,p)). 获得 了 某 个 函数 
(x,a(*,p) ) = 有 H(x,p) , 称 为 Hamilton 量 . 它 具有 形式 H=pia'(x,p) -L(x,a(x， 
)), 即 (x,a(x,p)) =pia'(x,p) -H(x,p). 设 y(t) CM" 是 光滑 轨 线 ;这 时 (x,%) 
eT.M", 其 中 x=zx(t) ,x=zx(t), 即 y() 在 7T.M" 上 产生 轨 线 :(x(1) ,x(1)) = 
(4). 考察 T,M" 中 轨 线 上 的 Lagrange L(x,a). 

我 们 指出 ,7,M" 和 7"M" 是 成 微分 同 胚 的 , 事实 上 , 设 在 好” 上 给 出 度量 gy， 
则 有 典型 的 等 同 g:T.M" 一 T* M";p( |x | ,1ar|) =(|x | ,|gsa |)eT*M". 除 
7T.M" 与 7"M" 的 这 个 等 同 外 ,我 们 在 非 退化 的 Lagrange L(x,a) 问 题 中 ,还 有 另外 


的 等 同 .事实 上 ,方程 p= 2 人 4 有 唯一 的 解 (在 固定 x 时 )a =a(x,p) ,所 以 我 们 
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可 使 每 一 个 (x,a) 与 (x,p) 相对 应 ,这 里 p= 号 寺 9. 我 们 考察 的 正 是 这 个 7.M" 


和 7*M" 作为 微分 同 胚 的 等 同 . 特别 , 当 L(x,a) =gya'a 时 ,我 们 有 pi =2gaa', 即 
借助 于 这 样 的 Lagrange 的 等 同 与 “ 黎 曼 等 同 " 是 一 致 的 (参看 前 面 所 述 ) (图 
7.14). 


M(x,0)=x ZDDHDTDPDPDDPDTDDDZD 9(x,p)=x 
pr 


图 7. 14 


我 们 考察 泛 函 人 (a) = [ee ,4(1) ) 的 极 值 问 题 ,这 里 L(x,a) 是 在 7,M" 


的 所 有 光滑 轨 线 a(1) 上 考察 的 ,而 点 尺 和 S 是 7. Mr M4 
上 的 两 个 固定 点 , 即 R(xo,a0) ,5S(yo,bo) (图 7. 15). [Ha 
| 


[I 1 
考虑 对 此 泛 函 的 Euler 方程. 我们 考虑 点 R 和 $ 不 改 yl 中 | 
变 时 的 变 分 在 7. 加 上 的 Euler 方程 为 站 = I 
昌吉) 将 它 用 Ti 的 术语 表 出 , 即 作 变 换 (zp) In 
一 (x,0) ,此 变换 可 借助 于 上 面 的 微分 同 胚 写 出 ,而 微 国 沪 


分 同 胚 可 根据 Lagrange 工 作出 . 我 们 有 
L(x,a(x,p)) =Pia (x,p) ~- H(x,p); 


Pp: = L(x,a(x,p) )s 
aa 


我 们 指出 ,让 Ce,a(zm) ) =0, 因 为 冲 量 p 不 明显 地 进入 L(x;a) 中 ,而 对 变 分 的 
Euler 方程 的 工作 时 , 仅 根 据 明显 地 进入 到 Lagrange 函数 中 的 量 进行 的 . 于 是 
0= ep) )=a'(x,p) -起 6) ， 


即 wz,p) a 由 此 ， 


[LCasa(,p) ) = [Ina' x,p) —H(x,p) Jd 
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= 人 区 到 — Hs.p) ]e = J[w(t)], 
其 中 wb ET MM ,w(t) =(x(1) ,p(t));w(0) =4,w(1) =B( 参 看 图 7.16). 写 出 


泛 函 J 玫 w(t)] 在 7"M" 上 的 Euler 方程 . 设 wo(t) =(x(1) ,p(1) ) 是 泛 函 了 的 极 值 . 


上 而 已 经 规定 了 or = 9( 汪 ,但 因为 a" = 闻 ( 灌 着 极 值 ), 所 以 z = 并 (2 ( 沿 


着 极 值 ). 其 次 
加 T°M” 
ll 
“ui 
M1 | 


图 7.16 


Jlw] = fm -Hdt = fixelxsp) a 


Euler 方程 具有 形式 ;28 = 且 ( 45] ,但 因为 中 =p,, 所 以 B= 路 还 有 号 =- (ap - 


(wp)) = -中 (这 是 因为 也 (aip,) =0. 我 们 指出 ,坐标 x 和 4 被 看 作 独立 
的 坐标 ,因此 经 =0. 因 为 变量 x 在 和 式 om 中 不 明显 地 出 现 ,所 以 也 (aip,) =0 
由 此 , 识 = 中 (各), 于 是 我 们 证 明了 下 面 的 重要 的 定理 

定理 3 在 切 从 7*M 的 坐标 (z,p) 中 , 王 函 7J[w] = 人 2(s,a(x:P)) 二 的 
Euler 方 程 写成 “ Hamilton 形式 " :* = ee = -sed Hamilton 方程 ). 


我 们 研究 7" M" 上 的 Hamilton 方程 . 它们 在 7* M" 上 确定 了 光滑 向 量 场 :x*' = 


人) = -中 (2) 这 个 场 与 Mr 上 的 共 变 向 量 场 Bad 有 1 紧密 相关 .事实 上 , 考 
察 7 上 的 二 阶 外 微分 形 式 = 中 ,人 de 它 在 Ty(7" 加 ) 和 Tah(7* 可) 中 
确定 了 反对 称 的 、 非 退化 的 数量 积 于 是 ,这 个 数量 积 给 出 了 切 空间 7. (7* 1") ,和 
切 空间 Ti (7" Mr) 的 等 同 考察 流 gradh (4,p), 它 具有 些 标 


2 的 全 .全 ] ;这 时 , 流 的 对 傅 关 于 这 个 数量 积 有 形式 ;| 2 
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3 i ) , 即 与 我 们 在 定理 3 中 得 到 的 Hamilton 流 一 致 .于 是 ,可 定义 Hamilton 
jx 


场 为 流 , 它 与 Hamilton 函数 H(x,p) 梯 度 ,与 7“M" 上 的 二 阶 外 形式 相对 侦 . 

考察 偶数 维 的 黎 曼 流 形 M”; 例 如 , 流 形 7*M" 寺 7T,M". 设 w=wdx' Adw 是 
M™” 上 的 非 退 化 的 2 阶 外 形式 , 它 给 出 了 反对 称 数量 积 ,这 时 ,在 MHz 对 任何 光滑 画 
数 放 xz) 产生 "反对 称 梯 度 "sgradf(x). 

定义 4 由 关系 式 w(Y,sgardf) =7 了 (有) 唯一 地 确定 的 向 量 场 Y,Y 跑 遍 M*” 上 
的 所 有 光滑 向 量 场 的 集合 ,而 了 (7) 是 算 子 了 在 光滑 函数 /上 的 值 . 称 Y(/) 为 光滑 
函数 /( 关于 数量 积 w) 的 反对 称 梯度 sgrad/ 

sgradf 的 定义 的 唯一 性 可 由 w 的 非 退 化 性 得 到 . 

定义 5 光滑 流 形 M* 如 果 在 它 上 面 给 出 了 二 阶 外 微分 形式 w, 满 足 : (1) 
中 是 非 退 化 的 ;(2) dw =0, 即 形式 w 是 闭 的 . 那么 就 称 M”* 是 辛 流 形 . 

就 是 说 ,在 辛 流 形 上 存在 特殊 形式 的 图 册 , 在 此 图 册 下 ,形式 w( 有 时 称 为 “ 辛 
结构 ") 采 取 规 范 形式 ;也 就 是 说 ,对 任何 点 Pe M”, 存 在 邻 域 U(P) 和 在 其 上 的 华 
标 ( 户 ，…2"39 ，,…,g") ,在 此 坐标 下 ,ow 为 w= D2 中 人 dq. 这 个 坐标 称 为 辛 坐 
标 . 这 些 坐 标的 存在 性 构成 了 周知 的 Darboux 定理 的 内 容 , 我 们 不 证 明 此 定理 . 

辛 流 形 的 重要 例子 :M” =R”;p',…,p",g',…,9" 是 了 2 的 笠 卡 儿 坐 标 , 且 由 = 
芝 吕 ' 人 d 因为 这 个 形式 的 系数 都 是 常数 wj, 所 以 dw'” 二 0, 即 形式 是 闭 的 . 它 
的 非 退 化 性 是 显然 的 . 光滑 的 二 维 定向 流 形 是 辛 流 形 的 另外 的 重要 例子 . 取 关于 黎 
曼 度 量 的 体积 的 二 阶 外 微分 形式 , 即 在 局 部 坐标 (z,y) 中 给 出 的 形式 :w =Vgdx 信 
几 , 其 中 g= det(67) ,每 一 个 这 种 流 形 都 可 以 给 出 辛 结构 . w 的 非 退化 性 可 由 V8 尖 0 
得 到 ;而 w 的 闭 性 质 是 显然 的 . 

定义 6 在 带 有 w 的 辛 流 形 W "上 的 光滑 向 量 场 X, 如果 它 具 有 形式 天 = 
sgradH,H 是 WM” 上 的 某 个 光滑 函数 , 则 称 光 滑 向 量 场 了 是 Hamilton 向 量 场 . 函数 
称 为 Hamilton 流 . 


我 们 求 出 sgard/ 的 显 式 公式 . 有 :w( sgardf,Y) =w( sgardf)'Y = 涉 ; 由 此 得 
(sgrad/) = 新 , 即 向 量 sgard 是 共 变 向 量 gradf 的 共 办 ( 关 于 数量 积 ) 向 量 . 


设 尹 是 11 上 的 光滑 的 函数 ,在 WP" 上 建立 了 六 坐标 (P,4), 即 w= 交 dp 人 


oH — aH 
dy', 这 时 seradh = (Bs : 


Hamilton 场 允 许 用 此 场所 产生 的 微分 同 胚 的 单 参数 群 的 语言 作出 很 好 的 描 
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述 . 设 半 =sgradH 是 Hamilton 场 ; 搬 是 沿 着 这 个 场 的 积分 轨 线 相应 的 位 移 群 . 群 作 
用 在 形式 w 上 ,把 它 变 为 形式 ( 乞 ) "w. 如 果 同时 点 y 变 为 点 x,(y) = 各 (7) ,那么 
(多 )o =w(x(7) dri(y) Ndr(y) 
=wo(ty)d Ad， 


其 中 mtey) = = (50) 0 


在 夺 流 形 上 的 向 量 场 可 能 不 允许 有 万 = sonnd 太 形式 的 整体 表示 ,但 它 可 能 
拥有 下 列 的 重要 性 质 :对 任何 点 Pe M”, 存 在 点 P 的 邻 域 UCP) 和 定义 在 U(P) 上 
的 函数 态 ,使 天 (p) =sgradHu(w) ,这 里 的 ve UU. 这 样 的 声称 为 局 部 Hamilton 场 
局 部 Hamilton 函数 有 是 对 每 一 个 邻 域 以 作 出 的 ,但 一 般 地 说 ,不 能 把 它们 * 色 成 " 
一 个 定义 在 整个 流 形 上 的 Hamilton 函数 . 由 Darboux 定理 ,局 部 Hamilton 场 的 研究 
就 得 结 为 具有 结构 站 :Ad 的 Re 中 的 Hamilton 场 的 研究 , 

定理 4 六 流 形 "上 的 向 量 场 闵 , 当 且 仅 当 单 参数 群 多 保持 辛 结构 不 变 时 
是 局 部 Hamilton 场 . 

证 明 “由 于 Darboux 定理 ,我 们 仅 证 明 当 WP" 是 R* 具 有 结构 = 六 dpi 人 dy 


时 的 情况 就 可 以 了 . 
我 们 证 明 ,如 果 在 群 多 的 作用 下 ,w 保持 不 变 ,那么 场 尤 是 局 部 Hamilton 场 . 
于 是 w 在 群 多 的 作用 下 不 变 , 就 是 说 ,形式 沿 着 场 下 的 导数 等 于 0, 即 0 = 


全 wo(y(0)) ,这 里 y( 习 是 研 的 积分 名 线 , 我 们 有 ， 
各 (or(D)= 生 立 > 如 (OAd(9 
= 5 [EA -各 (DA 呈 (DO] 


多 by [ad(X(t)) Mdg(s) +dp'(t) AdY (1)], 
这 里 六 = (XY) ,<i<n. 其 次 : 
oy = [jt 


(aie a a 
即 

or, aX: _ax oF 9 下 

dp’ aq’ 9 dg op op 
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这 就 是 说 ,一 阶 形式 a= 入 《Ya -Xidy ) 是 闭 的 .事实 上 ,由 于 上 上 面 所 得 到 的 关 
系 式 
ST ar , ax 站 过 
“a= Bar on) A + (or + apr) a A + ( arr og) A] 
=0. 
在 R* 上 定义 的 一 阶 形式 的 闭 的 性 质 得 到 ,存在 光滑 函数 1, 它 的 梯度 等 于 这 个 
形式 , 即 a=dH 实际 上 ,用 可 以 以 明显 的 形式 按照 下 面 的 公式 重建 


Ma)es lee [Eo -x = 人 (Fr 蛙 - jd 


其 中 ,y() 是 Rz 中 任何 光滑 轨 线 ,此 轨 线 始 于 固定 点 ,终于 具有 坐标 (mr,4 ) 的 变 
点 , 数 4(x) 不 依赖 于 这 样 的 道路 的 选择 . 对 n=2, 我 们 已 在 第 四 章 中 证 明了 这 个 
事实 , 对 n>2, 可 从 Stokes 公式 得 到 ,实际 上 ,考察 两 条 道路 Yi (iD) ,y,(1) ,yi(0) = 
ya(0);7Y(1) =y2(1) ;这 时 
a-|a= a= |a= |a=0, 
i td eg 
这 里 DP 是 两 条 轨 线 y, 和 y; 所 界定 的 任何 圆 盘 ( 圆 盘 可 以 是 自身 相交 的 ). 于 是 ， 
构造 及 的 工作 就 完成 了 . 剩 下 证 明 反 过 来 的 问题 :如果 义 是 R> 中 的 Hamilton 场 ， 
那么 群 和 保持 w 不 变 , 即 X(w) =0. 上 面 所 有 计算 的 以 相反 的 次 序 重 述 即 可 证 
得 . 定理 证 毕 . 
现在 ,容易 提出 Hamilton 流 的 例子 . 例如 ,考察 配置 了 任何 黎 曼 度量 和 辛 结构 
w= Vdet(8y)dx 人 dy( 参 看 前 面 ) 的 带 有 个 柄 的 球面 . 如 何 描述 这 个 辛 流 形 上 的 
所 有 Hamilton 流 ?注意 ,如 果 在 沿 着 积分 轨 线 场 移动 时 任何 区 域 4 的 体积 不 改 
变 , 则 在 1 上 的 场 奈 有 等 于 0 的 散 度 . 
推论 1 不 可 压缩 的 流 是 M; 上 的 Hamilton 流 ,并 且 只 有 不 可 压缩 的 流 才 是 
hf 上 的 Hamilton 流 , 即 对 此 流 divX =0. 
证 明 由 定理 4, 我 们 应 当 写 出 所 有 保持 形式 w 的 流 . 因为 可 以 取 体积 形式 
中 = Vdet(gy)dx 人 dy 作为 这 样 的 形式 ,所 以 Hamilton 流 ,就 是 保持 体积 形式 不 变 
的 场 . 如 我 们 从 第 四 章 中 知道 的 那样 ,这 是 具有 区 度 等 于 0 的 流 ,并 且 也 只 有 这 些 
流 才 具有 等 于 0 的 散 度 . 推论 证 毕 
考察 Hamilton 流 的 重要 例子 一 一 动力 系统 , 它 描述 了 具有 一 个 不 动 点 的 三 维 
刚体 的 运动 . 为 此 ,应 该 考察 R?, 它 与 所 有 三 阶 的 实 反对 称 矩阵 构成 的 线性 空间 一 
致 ; 设 Xe 了: 是 这 样 的 矩阵 . 我 们 在 R' 中 给 出 自 共 二 的 线性 算 子 p:R? 一 R', 它 作 
A 0 0 
用 的 公式 为 pX = XI+ 1X, 这 里 的 ak A 0 fa 很 明 
0 0 A 
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显 ,矩阵 pX 是 反对 称 的 . 考察 微分 方程 组 ( 用 矩阵 形式 写 出 ) pX =[X,wpX]. 由 力 
学 中 知道 ,具有 固定 点 的 三 维 刚体 的 运动 用 这 些 方程 来 描述 . 我 们 把 方程 写 为 坐标 
的 形式 . 实际 上 ;这 时 直接 考察 在 R" 中 的 绕 固定 点 旋转 的 a 维 刚体 是 方便 的 ,这 时 


方程 组 为 pX = [XX,pX], 其 中 :SO(n)-50(n);50(n) =(X:X"= 一 X),pX=XI 


A 0 
本 


注意 到 在 = (zy) ,xy = -i ,我们 得 到 
(pyr=(A+ADxii (= (aa(eX) — (PX) ux) 


+1X,1= 


= (Mj =A) Dxaxys 
和 
A 一 入 


和 = NT 
在 n=3 时 ,有 
a EY 国人 Wy 
Xl a Ty We Xn NN 
设 xz =x,xia =y,xw =z, 得 方程 组 : 
MA A Mh 


TAA A tA 
这 个 流 允 许 两 个 积分 :P=x? + +2;0=x (AL+Ar) +y (Al+A3) + (A + 
A3), 事实 上 ,这 两 个 函数 沿 着 流 的 积分 轨 线 是 常数 , 求 出 导数 庆 (P) 和 凶 (0), 我 
们 有 
Ai 二 Az Aa 一 Al 全 


X(P) =2 Ti 
ed er 


ee 
CAT ACA tA Ca tA) AA) As +A) CAs +As) 


+(A -Ai)(A +A2)(Az+A) + (A —A3) (A +A2) (As +AI)] =0; 
X(Q) =2eyz(A ~As + hy A +As -A,)=0, 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 . 如 果 Al,Aa ,As >0 以 及 和; 两 两 
不 相同 ,那么 这 两 个 积分 函数 无 关 ( 在 一 般 位 置 的 点 ) 
(验证 1). 于 是 ,积分 轨 线 是 两 能 曲面 的 交 线 一 球面 
P= 常数 和 椭 球 面 8 = 常数 . 场 X 在 曲面 上 画 出 水 平 
线 0 = 常数 是 方便 的 (参看 图 7. 17) :现在 我 们 固定 任 
何 一 个 球面 P= 常数 并 把 流 立 限制 在 这 个 球面 上 . 我 
们 断言 ,这 个 流 是 Hamilton 流 . 事实 上 ,证 明码 保持 体 


图 7.17 
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积 形式 不 变 , 即 无 散 度 的 即 可 . 证 明 流 保持 外 围 欧 氏 空间 中 的 体积 形式 即 可 . 而 这 
是 很 明显 的 ， 因为 表示 式 将 + /+ 全 恒 等 于 0( 参 看 六 的 显 式 表 示 ), 正如 在 


给 出 的 例子 中 所 见 ， Adj 参 计 衣 的 让 仙 半 风 末 ， 它 的 积分 很 有 价值 ;在 三 维 刚体 的 
情形 ,运动 方程 是 完全 可 积 的 , 即 我 们 指出 了 运动 的 两 个 积分 . 

考察 关于 Hamilton 流 的 积分 问题 ,为 此 ,在 辛 流 形 上 ,对 其 光滑 函数 空间 引进 
新 的 运算 是 有 益 的 . 

定义 7 辛 流 形 M”" 上 的 两 个 光滑 函数 f,g, 由 下 面 公式 定义 函数 |/,g} 

lf,8| =w( sgardf, sgardg) =w,( sgardf)' ( sgardg)’, 
称 函 数 |f,g1 为 函数 f,g 的 Poisson 括号 .对 运算 f,g*|f,g| 的 显 式 公 式 为 
所 gl 新 2， 
Ox Ox 


因为 (spad =w" 芭 、 


命题 3 Poisson 括号 f,g 一 |f,g| 满 足下 列 关 系 : RR 
(1) 运算 1f,g1 是 双 线性 的 ; 
(2) 运算 1f,g1 是 反对 称 的 , 即 |f,g] = - |g/|; 
(3) 成 立 Jacobi 恒等式 ; 
1h, {fal! + lg, lh fil =0. 
证 明 ”我们 对 特殊 情形 ,具有 规范 辛 结构 的 M" = R" 来 证 明 这 个 定理 , 性 质 
(1) 和 (2) 可 由 定义 立即 得 到 . 现在 来 证 明 (3). 用 /表示 沿 着 场 sgardf 的 微分 , 即 
以 (h) = (sgard 站 人 我 们 断定 ,(3) 的 表示 式 左边 是 单项 式 的 和 ,其 每 一 项 中 都 进入 
了 三 个 函数 f.g,h 中 的 任何 函数 的 二 阶 偏 导数 . 事实 上 :考察 |f,g| ;由 sgard 的 定 
义 ,得 到 
{fg} =w(sgradf, sgradg) = — (sgradg)f 


= -4 = ~ (spudg)’ 站 
然而 , (sgradg)' i , (sgradg)’ = Eo 于 是 |/,g| 是 由 一 阶 偏 导数 的 积 组 成 的 线 
性 组 合 . 由 此 
te = {fel ,hl = -La(h) = — (sgradlf,el a 


即 表 示 式 |h, 1f,g| } 是 一 些 单项 式 的 和 ,而 每 一 个 单项 式 都 包含 了 或 是 函数 /, 或 
是 函数 & 的 二 阶 偏 导数 . 于 是 ,证 明了 恒等式 (3) 的 左边 部 分 是 一 些 单项 式 的 和 ， 
而 每 一 项 都 含有 二 阶 偏 导数 的 因子 . 现在 ,例如 固定 站 ,把 (3) 式 左边 的 项 中 含有 函 
数 h 的 二 阶 导数 所 有 项 集中 在 一 起 . 这 些 项 是 ; 

tgshll te, (fh!t =LLh-Lbh=[L,L]h. 


2 1 
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另 一 方面 ,已 经 知道 两 个 一 阶 算 子 L 和 的 交换 是 一 阶 的 算 子 (不 是 二 阶 的 1!) ， 
即 表示 式 [Ly,LsJh 仅 含 h 的 一 阶 导 数 . 于 是 ,(3) 的 左边 部 分 ,一 般 不 含 天 的 二 阶 
导数 . 按 同 样 的 理由 ,(3 ) 的 左边 部 分 也 不 含 上 和 的 二 阶 导数 , 即 (3) 的 左边 部 分 
等 于 0. 命题 证 毕 . 

具有 满足 性 质 (1) 一 (3) 的 双 线性 运算 子 的 线性 空间 称 为 李 代 数 . 

推论 2 在 辛 流 形 (M”,w) 上 的 所 有 光滑 函数 的 线性 空间 P( M”) 是 关于 
Poisson 括 号 李 代数 . 

这 一 点 可 由 上 面 的 证 明 得 到 . 李 代数 F(M) 是 无 限 维 的 . 考察 李 代数 F(W) 到 
李 代 数 V(M) 上 的 映射 a,V(M) 是 所 有 MH 上 的 光滑 向 量 场 构成 的 空间 ,a 由 公式 
Qa(/) = sgradf 所 定义 . 

推论 3 映射 m: 广 "sgradf 是 李 代数 的 同 态 , 即 a|f,g| = [af,ae]. 

证 明 应 该 证 明 sgrad |f,g| = [sgradf,sgradg]. 由 Jacobi 恒等式 ,我 们 有 


(sgrad|/,g| )h =w(sgrad{f,g| ,sgradh) = — {h, |f,g| | 
= -esfhl} tf le hl = -Lh + LLh 
- =[b,L]h; 


sgrad |f,g| = [sgradf,sgradg] ， 

这 就 是 所 要 求 的 . 推论 证 毕 . 

因为 x 是 李 代数 的 同 态 ,所 以 李 代数 F(MH) 在 W 上 的 所 有 光滑 场 的 李 代数 
VW( 履 ) 中 的 像 是 某 个 子 代数 ,用 态 ( 导 ) 表示 它 . 由 a 的 定义 得 到 ,这 是 M 上 的 所 有 
Hamilton 场 的 李 代数 . 因而 ,a:F(M) 一 有 H( 叶 ) 是 满 同 态 . 但 a 不 是 单 同 态 ,因为 存 
在 非 平 凡 的 核 :局 部 常数 函数 是 a 的 核 ,而 若 假定 W 是 连通 的 , 则 a 的 核 是 一 维 的 
且 由 以 上 的 常数 函数 组 成 . 于 是 有 H(M) =F(M)/R'. 子 代数 H(M) CV(M),H(M) 
=H,(MM) 当然 依赖 于 MW 上 的 辛 结构 ， 

Poisson 括号 在 研究 Hamilton 流 的 积分 中 有 用 . 

命题 4 设 o =sgradH 是 M” 上 的 Hamilton 流 , 并 设 /(x) 是 光滑 函数 . 此 函数 
与 Hamilton # 可 交换 , 即 |f,8| =0. 则 /是 流 v 的 积分 , 即 函数 / 沿 着 场 v 的 积分 轨 
线 是 常数 . 反之 : 场 sgradh 的 任何 积分 & 与 有 可 交换 ,|g,H| =0. 

证 明 求 出 f 沿 着 场 9 的 导数 即 可 ,也 就 是 求 出 (sgradH)f 即 可 . 根据 sgrad 月 
的 定义 ,我 们 有 : (sgrad#)f= | 有 ,fi =0, 这 就 是 所 要 求 的 . 命题 证 毕 . 
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机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 个 人 给 予 严 厉 打 击 。 社 会 各 界 人 士 如 发 现 上 述 侵权 行 
为 ,希望 及 时 举报 ,本社 将 奖励 举报 有 功 人 员 。 
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